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RESUMO

CORDEIRO, J.V. Explorando a mecanica quantica através de fétons polarizados:
uma sequéncia didatica para o entendimento de algoritmos quanticos. 2024. 79
f. ('em ) — Universidade Estadual do Centro-Oeste, GUARAPUAVA, 2024.

No final do século XX, alcancou-se um marco histérico fundamental no avango da
computacao quantica e da informacgdo quantica, com a capacidade de exercer controle
total sobre sistemas quanticos isolados. Esse controle preciso permitiu explorar todo o
potencial da mecanica quantica em aplicagoes relacionadas a computagao e informacao
quantica. Atualmente, esta tecnologia revolucionou areas como a criptografia, simulagoes
de sistemas complexos e otimizacao de algoritmos, mostrando um grande potencial
no processamento de informagao. Contudo, a falta de divulgacao adequada da teoria
quantica representa um desafio significativo para despertar a curiosidade do piiblico
e promover uma melhor compreensao do ambiente em que vivemos. A deficiéncia
na divulgacao desse conhecimento compromete a melhoria na alfabetizacdo cientifica,
dificultando o enfrentamento das pseudociéncias que existem atualmente. Além disso, a
nao compreensao da teoria quantica também pode impactar negativamente o potencial
de inovacao tecnolégica do pais. O estudo dos estados de polarizacao de fétons oferece
uma abordagem intuitiva e acessivel para introduzir os principios da mecanica quantica.
Esta proposta, andloga ao experimento de Stern-Gerlach frequentemente abordado em
cursos de graduacao, estabelece uma base conceitual para a compreensao da computacao
quantica. A metodologia envolveu uma revisao bibliografica de artigos e livros sobre
os fundamentos da mecanica quantica, com foco na polarizacao de fétons. Essa base
possibilitou uma compreensao mais facil dos circuitos e algoritmos quanticos. Para
verificar os conceitos estudados, foram realizadas simulagbes de sistemas quanticos
usando o software Q-kit. Como resultado, foi organizado um material didatico técnico
e introdutério para a teoria quantica e computagdo quantica, abordando alguns dos
principais postulados da mecanica quantica no regime de fétons polarizados, servindo
como base para apresentar os fundamentos da computacdo quantica como o qubit, portas
quanticas, e algoritmo de Grover. Posteriormente, foi aplicado todo o conhecimento do
algoritmo de Grover e acompanhando a validade dos conceitos utilizando o software Q-kit
para um estado com dois qubit.

Palavras-chave: polarizagdo; mecanica quantica; circuitos quanticos, algoritmo de Grover.

1Y



ABSTRACT

CORDEIRO, J.V. Exploring Quantum Mechanics through Polarized Photons:
A Didactic Sequence for Understanding Quantum Algorithms. 2024. 79 f. (
em ) — Universidade Estadual do Centro-Oeste, GUARAPUAVA, 2024. Titulo original:
Explorando a mecanica quantica através de fotons polarizados: uma sequéncia didatica
para o entendimento de algoritmos quanticos

At the end of the 20th century, a fundamental historical milestone was achieved in the
advancement of quantum computing and quantum information, with the ability to exert
total control over isolated quantum systems. This precise control has allowed for the
exploration of the full potential of quantum mechanics in applications related to quantum
computing and information. Currently, this technology has revolutionized areas such
as cryptography, simulations of complex systems, and algorithm optimization, showing
great potential in information processing. However, the lack of adequate dissemination
of quantum theory represents a significant challenge in sparking public curiosity and
promoting a better understanding of the environment in which we live. The deficiency
in the dissemination of this knowledge compromises improvements in scientific literacy,
making it difficult to combat the pseudosciences that currently exist. Additionally, a lack
of understanding of quantum theory can also negatively impact the country’s potential
for technological innovation. The study of photon polarization states offers an intuitive
and accessible approach to introducing the principles of quantum mechanics. This
proposal, analogous to the Stern-Gerlach experiment often addressed in undergraduate
courses, establishes a conceptual basis for understanding quantum computing. The
methodology involved a literature review of articles and books on the fundamentals
of quantum mechanics, focusing on photon polarization. This foundation enabled
an easier understanding of quantum circuits and algorithms. To verify the concepts
studied, simulations of quantum systems were performed using the Q-kit software. As a
result, technical and introductory educational material on quantum theory and quantum
computing was organized, addressing some of the key postulates of quantum mechanics
in the regime of polarized photons, serving as a basis for presenting the fundamentals
of quantum computing such as the qubit, quantum gates, and the Grover algorithm.
Subsequently, all the knowledge of the Grover algorithm was applied, and the validity of
the concepts was monitored using the Q-kit software for a state with two qubits.

Keywords: polarization; quantum mechanics; quantum circuits; Grover’s algorithm.
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1 INTRODUCAO

O Século XX desempenhou um papel de extrema importancia na revolucao da
ciéncia, especialmente no campo da fisica. Um marco significativo desse periodo ocorreu
em 1920, resultando no surgimento da mecanica quantica. Essa teoria logo se tornou
fundamental no mundo cientifico, encontrando aplicagoes bem-sucedidas em diversos
estudos, incluindo a estrutura dos atomos, a composicdo do DNA e a compreensao das
particulas elementares da natureza [1].

Podemos conceber a mecanica quantica como uma estrutura matematica ou um
conjunto de regras que serve de base para a construcao de teorias fisicas. Um exemplo
claro desse conceito é a Eletrodinamica Quantica, que se desenvolve a partir dos principios
fundamentais da mecanica quantica, mas também incorpora regras especificas que nao sao
diretamente derivadas dessa teoria. Essa relacao pode ser comparada a interacao entre
um sistema operacional de computador e um programa aplicativo especifico. O sistema
operacional fornece os parametros e os modos de operacao basicos, enquanto o programa
determina como tarefas especificas devem ser executadas dentro desse ambiente [1].

As regras da mecanica quantica, embora simples em sua formulagao, sao
consideradas nao intuitivas até mesmo por especialistas. Para torna-la mais
compreensivel, renomados fisicos tém debatido intensamente sobre o assunto. Na década
de 1970, ocorreu um avancgo histérico significativo relacionado ao desenvolvimento da
computacao quantica e da informacido quantica, quando se tornou possivel obter um
controle completo sobre sistemas quanticos isolados. Antes desse periodo, as aplicagoes
da mecéanica quantica envolviam um controle rudimentar sobre amostras macroscopicas
que continham intimeros sistemas quanticos, sendo que nenhum deles podia ser acessado
diretamente de forma individual. Apods a década de 1970, uma variedade de técnicas
foi desenvolvida, permitindo o controle individual de sistemas quanticos. Por exemplo,
métodos de confinamento de atomos individuais em armadilhas atomicas foram criados,
isolando esses atomos do restante do universo. Isso nos concedeu a capacidade de examinar
diversos aspectos de seu comportamento com uma precisao incrivel. Ao obtermos controle
sobre sistemas quénticos individuais, estamos adentrando em territérios da Natureza
que até entdo permaneciam intocados, na esperanca de descobrir fendomenos novos e
inesperados [1].

A computacao e a informagdo quantica apresentam uma série de desafios com
diferentes niveis de complexidade para aqueles que estao desenvolvendo novos métodos

de manipulacdo de sistemas quanticos individuais. FEsses desafios estimulam a criagao
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de novas técnicas experimentais e apontam para dire¢oes empolgantes na condugao de
experimentos. O controle de sistemas quanticos individuais nos permitira explorar todo
o potencial da mecanica quantica em aplicagoes relacionadas a computacao e informacao
quéntica [1].

Apesar dos avancgos, a construcao de sistemas para o processamento da informacao
quantica ainda enfrenta obstaculos significativos. Continua sendo um desafio para os
fisicos e engenheiros do futuro desenvolverem técnicas que tornem o processamento da
informagao quéntica em larga escala uma realidade [1].

Tornar o conhecimento da mecanica quantica mais acessivel ao publico ajuda
a mostrar um novo mundo praticamente invisivel a olho nu, o mundo das particulas
subatomicas, estimula a curiosidade do ptublico a buscar cada vez mais o conhecimento
cientifico e melhorar a alfabetizacdo cientifica, que, por consequéncia, podera ajudar
a desmistificar mitos e pseudociéncias que infelizmente estdo presentes no dia a dia e
impulsionar a inovacao tecnologica do pais.

Portanto, o presente trabalho teve como objetivo guiar o leitor por meio de
uma sequéncia didatica abordando os principios da mecanica quantica no regime de
fotons polarizados.  Conceitos como superposicao de estados quanticos, operadores,
probabilidades e dentre mais serdo discutidos nesse trabalho. Assim, obtendo um
entendimento favoravel para o estudo e desenvolvimento da computacdo quantica,

circuitos quanticos e algoritmo de Grover em especifico.



18

2 DESENVOLVIMENTO

Os resultados apresentados discorrem de todo o processo de estudo feito durante
o periodo orientado, dividido em: estudo da polarizacao da luz, estados de polarizacao
da luz, regras para observaveis, uma introducao sobre algoritmos quénticos e, por fim, o

algoritmo de busca quantica de Grover.

2.1 FUNDAMENTOS DA TEORIA QUANTICA.

O experimento realizado por Thomas Young em 1801 foi fundamental para
repensarmos o comportamento da luz em termos de ondas. Este foi o primeiro experimento
que evidenciou satisfatoriamente o comportamento ondulatorio da luz utilizando o
conceito de interferéncia de ondas [2]. Utilizaremos este experimento para estudar
um fundamento essencial que a mecanica quantica é baseada, além de definirmos
com maior precisao o contraste entre “comportamento ondulatorio” e “comportamento

corpuscular” [2].

2.1.1 Experimento de Young com ondas classicas.

Pensaremos em ondas classicas como um tipo de onda macroscépica se
propagando em um meio, por exemplo, uma onda sonora se propagando no ar. Devemos
aqui considerar que estas ondas sdo puntiformes de fonte coerente (a fase da onda nao
muda com o tempo) no ponto F, incidindo em um par de aberturas, na qual é difratada
e incidem em um anteparo de observacao que consiste em um detector mével D varrendo
o anteparo na direcdo z, conforme Figura 1. Vale ressaltar que é necessario que o
comprimento da onda seja da mesma ordem da abertura da fenda para que o fendmeno
de difragao ocorra [2].

Veja Figura 2. Note que, ao tapar a fenda de ntmero dois e deixando
entao apenas a fenda nimero um aberta, é observado uma faixa de intensidade I;.
Analogamente, ao taparmos a fenda de nimero um e deixando apenas a fenda de nimero

dois aberta, podemos observar uma faixa de intensidade I5. Devido a isso, temos [2]:

Li(z) = |¢;(x)[” (j=1,2) (1)



wTﬁ
Figura 2 — Representacdo da intensidade

Figura 1 — Representacao do experimento de observada no anteparo para Iy, Iz e Ij».
Young com ondas classicas. Adaptado de [2].  Adaptado de [2].

A intensidade 12, que consiste em ambas as fendas abertas, é dada por:
2
ha(z) = |p1(z) + d2(2)|

Sendo ¢1(x) e ¢2(x) as amplitudes das ondas detectadas para as fendas um e dois

abertas, respectivamente. A Eq. 1 é equivalente como:

]12(13):]1—{—]2—}—2 1115 cosA (2)

Onde A = §o — 01 corresponde a diferenca de fase entre as duas ondas. Note que
L5 # I + I, devido:

&j(x) = |pj ()| (j=1,2)

Sendo ¢; o versor da direcio de propagagao das ondas. Tomando o moédulo
quadrado da soma de d; e 2, obtemos a Eq. 2 [2].
Vale ressaltar de que o que observamos no anteparo (um observavel) é a

intensidade I(x) de deteccao, que é proporcional ao médulo quadrado de ¢. Portanto:

Intensidade  |amplitude|

I |¢|*| — E um observavel.

Caso fomos diminuindo a intensidade da fonte sonora, as franjas de interferéncia
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irdo diminuindo de forma gradual. E também, ao fecharmos uma das fendas, a intensidade

I12(z) pode tanto diminuir como aumentar, dependendo da posicao de x [2].

2.1.2  Experimento de Young com particulas classicas

A melhor maneira de analisar esta modificagdo do experimento de Young é
imaginar uma metralhadora fixa no ponto F que dispara balas (particulas cléssicas) de

forma aleatéria, conforme Figura 3. Supomos aqui as seguintes caracteristicas [2]:

I. A taxa de disparo seja constante (ou seja, a razao do nimero de balas por unidade
de tempo seja constante). O detector D varre o anteparo de observagao registrando
agora a probabilidade & (x)dz de encontrar uma bala entre = e dz, portanto, sendo
a razao do numero de balas detectadas neste intervalo por unidade de tempo com a

taxa de disparo.
II. Nao ¢é possivel detectar uma fracao de balas.

IIT. Cada bala ird passar ou pela fenda um ou dois. Sao eventos independentes e

mutuamente exclusivos.

Figura 4 — Representacao da probabilidade
observada no anteparo para %y, P5 e Hqs.
Adaptado de [2].

Figura 3 — Representacdo do experimento
de Young com particulas cldssicas. Adaptado
de [2].
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Seja Z1(x) e Po(x) as distribuigdes quando somente as fendas 1 e 2 estao abertas,
respectivamente, temos que a distribuicao 12 observada com ambas as fendas abertas
serd (veja Figura 4):

r.@12(1’) = (m) —+ 92(%) (3)

Note que caso uma das fendas seja fechada, a distribuicao &5 tendera apenas a

diminuir [2].

2.1.3 Experimento de Young com elétrons

Considere agora que a fonte F' agora seja um filamento de tungsténio que pode
ser aquecido fazendo com que elétrons sejam ejetados do filamento por efeito termidnico
e acelerados em diregdo as fendas até o detector, na qual é um contador Geiger (aparelho
utilizado para detectar a taxa de radiagdo incidida no mesmo). Veja Figura 5 e Figura 6.

A partir disto, é possivel notar as seguintes caracteristicas:

[. O Detector registra apenas numeros inteiros de elétrons, nunca uma fragdo de

elétrons (como o caso de particulas classicas);

II. E possivel fazer com que os elétrons cheguem um a um no detector, tornando a
fonte um emissor suficientemente fraco. Sendo assim, eles chegam em pontos x
distribuidos por acaso, sendo possivel entdo medir as distribui¢des &; (), com
j =1,2 (correspondente as fendas abertas) e também a distribuicdo Z12(x) com as

duas fendas abertas (como o caso de particulas cldssicas);

ITI. Ao acumular as contagens de uma fonte suficientemente fraca durante um longo
tempo, obtém-se franjas de interferéncia em £ (z), idénticas as ondas mecanicas.

Portanto, P15 (z) # P (z) + P2 (x);

IV. Ao fechar uma das fendas, &2 (x) pode tanto diminuir como aumentar, semelhante

as ondas classicas, dependendo da posicao de x.

Notamos que as propriedades I e II se manifestam como caracteristicas de
particulas classicas e I1I juntamente com IV se manifestam como caracteristicas de ondas
mecanicas. Podemos concluir que: elétrons nao sao nem particulas classicas, nem ondas

mecanicas.
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Figura 5 — Representacdo do experimento Fijgura 6 — Representacio da intensidade
de Young com particulas cldssicas. Adaptado ohservada no anteparo para 2y, Py e Pia.
de [2]. Adaptado de [2].

Podemos inferir o fator que: existe uma funcao de onda 9 (), tal que v; é o valor

quando so a fenda j esta aberta, temos:

Pi(z) =1 (2)]F  Pa(z) = [a(2)]

Pra(x) = [1 () +ba ()]

Ou seja, a probabilidade de detectar o elétron com ambas fendas abertas é
descrito como uma superposicao de func¢oes de ondas nao observadas experimentalmente,

chamadas de amplitude de probabilidade [2].

2.1.4 Uma interpretacao probabilistica

Como visto anteriormente, a interpretagao fisica de 1(x) é como uma amplitude

de probabilidade, sendo:

Po(x)dr = W(x)\Qd:z: = Probabilidade de encontrar a particula entre x e x + dz [2].

Iremos considerar agora, discutindo ainda o experimento de Young com elétrons,
observar por qual das duas fendas o elétron ird passar. Para isso, iremos iluminar as
fendas com uma lampada e iremos aguardar e observar a luz espalhada pelo elétron. Ao

espalhar a luz, é observado um “flash” e veremos por qual fenda o elétron passou. Para
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esta analise, devemos ter em mente as seguintes modificagdoes no experimento: ¢é reduzida
a intensidade do feixe de elétrons, fazendo assim com que passe apenas um elétron por
vez por alguma das fendas, e também, que a luz da ldmpada seja suficientemente intensa
para serem observados todos os elétrons (observar os flashes devido ao espalhamento) [2].

Por meio destas consideracbes podemos associar uma distribuicdo de
probabilidade Z;(x) de que o elétron passe pela fenda um e P(x) a distribuicao de
probabilidade de que o elétron passe pela fenda dois. Nunca é observado flash provindo
ao mesmo tempo da fenda um e dois devido & passagem do elétron [2]. Para Z15(x),
temos:

P12(x) = P1(x) + P2(x) — o que é observado na Figura 4

Portanto, o ato de observarmos por qual fenda o elétron passa, destréi os padroes
de interferéncia. O modo como observamos algo na escala microscépica afeta de forma
dréstica os resultados [2]. Em contrapartida, na escala macroscépica o processo de
observar também causa perturbacoes nos resultados, como, por exemplo, os raios solares
incidindo sobre um automovel estacionado: houve perturbacao, tanto que podemos leva-
la em conta e reduzidas a um nivel pequeno, porém nao vemos nada de tao absurdo
acontecendo com o automovel.

A perturbagdo no nosso experimento pode ser reduzida da seguinte forma [2]:
diminuindo a intensidade de luz, o que corresponde em diminuir o nimero de fétons
incidentes por unidade de tempo e de area, ndo alterando a interacao de cada féton com
o elétron. Em consequéncia, a probabilidade de que o elétron encontre o foton e seja
espalhado torna-se menor do que um (ou 100%), na qual foi anteriormente pressuposto
que haveria um féton espalhado para cada elétron, sendo assim a probabilidade sendo 1,
100% [2].

Para concluir esta andalise, temos a seguinte proposicao: amplitudes de
probabilidade associada a duas possibilidades diferentes interferem quando nao é possivel
saber qual das duas fendas foi observada, e nao interferem quando ¢é possivel distingui-
las. O processo de observacao na escala atomica acaba influenciando no resultado
observado. Na escala atomica é encontrado limitacoes as possibilidades de observacao,
sendo assim, objetos atomicos sao “frageis” e é necessario especificar de que forma estao
sendo observados [2].

O limiar entre a escala microscépica e macroscopica é mediada pela constante de
Planck h. Diz-se que uma acao ¢ “grande” quando temos > h , tal condi¢do necesséaria

que nos aproxima do nivel macroscopico [2].
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2.2 POLARIZACAO DA LUZ

A luz, sendo uma onda eletromagnética, é a combinacao das oscilagoes de campo
elétrico e magnético em um meio que oscilam perpendicularmente entre si e com uma
direcao de propagacao. Vocé pode imaginar que o campo elétrico E oscile na direcao x
e 0 campo magnético B oscila na direcdo y. A direcao z é a direcdo em que esta onda
transversal se propaga.

E possivel polarizar a luz usando filtros polaréides. Tal filtro contém moléculas
muito longas e finas, todas orientadas em uma dire¢ao visando absorver a luz que incide
em dire¢do perpendicular a esta orientacdo [3]. A Figura 7 demonstra esse efeito de
polarizacao.

A
Wi

Luz néo polarizada Luz linearmente polarizada em 0

A

Filtro polarizador linear

Y
Figura 7 — Efeito de polarizacdo da luz. Produzido pelo autor.

A intensidade da onda transmitida sera exatamente a metade da intensidade da
onda incidente. Isso ocorre devido a que o vetor campo elétrico E da luz incidente pode
ser decomposto em componentes paralelos e perpendiculares ao eixo de polarizac¢ao [4].
Portanto, somente a componente paralela ao eixo de polarizacao é transmitida, e a

componente perpendicular é absorvida [4]. Logo:

Ji . Linei
trans — 9

H&4 também a possibilidade de utilizar um outro filtro, chamado de analisador,

em sequéncia com o primeiro polarizador (veja Figura 8).
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Luz linearmente
polarizada em ¢

Luz linearmente
polarizada em 0

>

Luz nao polarizada

Filtro analisador linear

Filtro polarizador linear

Y
Figura 8 — Utilizagdo de um analisador em sequéncia do polarizador. Produzido pelo autor.

A intensidade da luz polarizada pelo analisador é dada pela Lei de Malus [4]:

I=1 0032(9 — ) (4)

Onde 6 ¢é o angulo entre o eixo do polarizador com o eixo de polarizagdo, e ¢
o angulo entre o eixo do polarizador e o eixo de polarizagao do analisador. Notamos
que a intensidade I, transmitida através do analisador, serd zero quando (6 —¢) =m/2 e
serd maxima quando 6 = ¢ (eixo de polarizagao do polarizador e do analisador estao em
paralelo) [4].

Agora serd descrita a matematica da polarizacdo no eletromagnetismo classico
e aplicacoes em alguns casos particulares. Conforme mencionado, a luz é uma onda
transversal oscilando no espago e no tempo. O vetor campo elétrico desta onda é sempre

perpendicular a direcao de propagacao, podendo ser escrita da seguinte forma [3]:

E(z,t) = Ep(2,)8 + Ey(2,1)) (5)

Onde Z e § sdo os vetores unitarios de x e y, respectivamente. Ainda:
Ey(z,t) = Eoy cos(kz — wt + Dy) (6)
Ey(z,t) = Epycos(kz —wt+ ®y) (7)

Onde k corresponde ao ntimero de onda, e w corresponde a frequéncia angular.
Note que E(z,t) é a combinagdo de duas ondas oscilantes (Eq. 6 e Eq. 7), de mesma

frequéncia e velocidade, porém com fases (¢, e ®,) que podem ser diferentes [3].
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A Eq. 5 pode ser representada na sua forma complexa:

—

E(z,t) = Re {(onf}+EOyei(q>y—‘1>x)g) e i(kz—wt—i—(bm)}

Sendo simplificado como [3]:

E(z,t) = ERe (ﬁei(szwt)) (8)

Onde definimos:

E E
E=\E},+E}, a= gﬂ bzf%i >=0,— D,

P = ai+be"y 9)

Em que definimos ®, = 0 escolhendo de forma adequada em ¢t =0. O vetor P
é chamado de vetor de polarizacao. O termo ® representa a diferenga de fase entre i e
& assumindo valores de intervalo de 27 [3]. Além disso, podemos definir um angulo de

polarizacao 6, de modo que:
a = cos(0) b= sen(0)
Portanto, a Eq. 9 toma forma:

P(0,®) = cos(0)2+ sen(0) €'® (10)

Tanto o vetor campo elétrico quanto o vetor polarizagao oscilam em um plano
frontal que é perpendicular a diregdo de propagacao (diregao z, veja Figura 9) [3]. Para
uma melhor compreensao de todo esse desenvolvimento, trabalharemos com a Eq. 8 e

Eq. 10 com alguns casos particulares.

I. Polarizagao linear: considerando ® =0 e um valor de qualquer de 6.

Da Eq. 10, temos:
P(0,®) = cos(0)2 + sen(0)) (11)

A Eq. &

E(z,t) = Ecos(kz —wt)P (12)

Ou ainda:

—

E(z,t) = Ecos(kz —wt) [cos(0)Z + sen(0)7]

—

E(z,t) = cos(kz —wt)[E cos(0)3 + E sen(0) 7]



27

<
P ———

/

Figura 9 — Plano frontal perpendicular a
direcao de propagacao z. Tanto o vetor campo
elétrico quanto vetor polarizagdo oscilam neste
plano. Produzido pelo autor.

Figura 10 — Plano frontal perpendicular a
direcao de propagacao z com angulo arbitrério.
Note que E oscila no plano. Produzido pelo
autor.

Portanto, notamos que E oscila de forma periédica com amplitude £F (o termo
cos(kz —wt) modula esta amplitude). A diregdo do campo elétrico dependerd do
vetor de polarizacao (Figura 10 demonstra para um angulo arbitrario). Vejamos

alguns exemplos [3]:

[i. Para@ =0e & = 0.
Da Eq. 11:

oL
I
>

E a Eq. 12:
E(z,t) = Ecos(kz — wt)2

A partir disso, temos o que chamamos de polarizacio horizontal, veja
Figura 11. No nosso caso, definimos o eixo horizontal como o eixo z, em

que o campo elétrico oscila de forma periédica com amplitude +F na dire¢ao z.
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Lii. Para @ =m/2 e ® =0.
Da Eq. 11:

oL
I
Ny

E a Eq. 12:
E(z,t) = Ecos(kz —wt)j
A partir disso, temos o que chamamos de polariza¢do vertical, veja Figura 12.

No nosso caso, definimos o eixo vertical como o eixo y), em que o campo elétrico

oscila de forma periddica com amplitude +F na diregao .

: E
A -
B > L >
'\ e
TA a
T T
\/
Figura 11 — Campo elétrico oscilando Figura 12 — Campo elétrico oscilando
horizontalmente. Produzido pelo autor. verticalmente. Produzido pelo autor.

II. Polarizagao Circular: Considerando ® =+n/2 e 0 = /4.
Da Eq. 10:

P(0,®) = cos(m/4)2 + sen(r/4)[cos(n/2) + i sen(w/2)])

50
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P(0,®) = 12(@12‘37) (13)

A Eq. 8:

E(z,t) = ERe{ [cos(kz —wt) +isen(kz —wt)] (:%j:zgj)}

Sl -

—

E(z,t)= [cos(kz —wt)E F sen(kz — wt){] (14)

S

O vetor campo elétrico estard sempre localizado sobre um circulo de raio E/+/2.
Veja Figura 13. Este caso é conhecido como polarizacao circular, tendo o sentido de
rotagao horaria quando ® = —m /2 e rotagao anti-horaria quando ® = 4 /2.

Para visualizar o sentido da rotagao, da Eq. 14 considerando ® = +7/2 e z = 0 fixo,

em um dado instante ¢ tivermos (kz —wt = 0), portanto:

E
—X
V2

De modo que no instante seguinte teremos uma componente positiva de y, pois a

E=

fungdo seno é uma fungao impar [ou seja, —sen(—u) = sen(u)] [3].

Figura 13 — Vetor campo elétrico estard sempre localizado sobre um circulo de raio E/+/2.
Produzido pelo autor.
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2.2.1 Decomposicao da polarizagao em bases ortonormais

Caso ainda nao tenha notado, mas a Eq. 13 é uma base ortonormal no espago dos
vetores polarizacao, podendo assim entao serem utilizadas para representar os estados de
polarizacao da luz. Como podemos verificar da Eq. 10, todos os vetores podem ser escritos

como uma combinagao linear de polarizagoes horizontais # e verticais ¢ [3]. Denotando a

Eq. 13 por:
— 1
=—(T—17y 15
o \/5( 9) (15)
— 1

= —(Z+1i7) (16)

Diferentemente da literatura, que denota erroneamente como direcao esquerda
e direita a rotacao de vetor polarizacdo devido a facil confusdo, serd denotado rotacao
horaria do vetor polarizacdo como P, e anti-horaria como F.

Somando as Eq. 15 e 16, obtemos:

NS A
E subtraindo:
iz 3
I==7 (Ps—P) (18)

O que podemos ver pela Eq. 17 e Eq. 18 é que qualquer vetor polarizacao também
podera ser considerado uma combinagdo de polarizagoes circulares!. Substituindo na

Eq. 10, obtemos por fim:

P(9,®) = \}5 { {003(9) —isen(0) eiq)} Py+ {003(9) +1sen(6) eiq)] 15@} (19)

O que acabamos de realizar foi uma mudanca de base no espago dos vetores
polarizacdo. Saimos da base de polarizagao lineares T e ¢ e passamos para a base de
polarizacao circular ]3@ e ]3@. Vale notar que essas bases formam espago vetorial
complexo de duas dimensoes [3].

Antes de adentrarmos no préximo tépico que corresponde & notagao de Dirac,
iremos introduzir agora uma definicdo de produto escalar complexo: vetores complexos
compartilham uma grande maioria das propriedades dos reais, porém ao tratarmos de

ortogonalidade entre vetores temos uma diferenga [3].



31
Para o caso de vetores reais ¢ e w, temos a relagao:

0w = |0] - || cos(A) (20)

Onde A corresponde ao menor angulo entre os vetores v e w. Devemos notar que:
caso U seja igual a 0, entdo sdo ortogonais entre si.

Ao trabalhar com vetores complexos temos que seguir sua seguinte definigao [3]:

Defini¢do 1 Dado dois vetores complexos U = (v1,v2,...,0,) € W = (w1, w2, ..., wy),

definimos o produtor escalar complexo da sequinte forma:

n
27-013527);102-

i=1

O asterisco denota complexo conjugado de v; e - é usado para diferenciar do

produto escalar real. Para a nossa segunda defini¢ao [3]:

Definicao 2 A norma de um vetor da forma usual é definida como:

|7 2= 7-.0>0

2.3 NOTACAO DE DIRAC E FERRAMENTAL MATEMATICO BASICO

O objetivo desta secao ¢ introduzir uma notagao alternativa para o tratamento
de fotons polarizados e se familiarizar com algumas representacoes matematicas basicas
que serao utilizadas no decorrer do texto.

A notacao de Dirac é uma ferramenta fundamental na mecanica quantica para o
desenvolvimento de estados quanticos, operadores e observaveis. Esta notacao ¢ uma
ferramenta muito poderosa e elegante que simplifica muito os calculos em mecanica
quantica e é essencial para a compreensao dos conceitos da teoria quantica. Prosseguimos
entao com a notacao alternativa.

A representacdo de um vetor ¥ usado anteriormente serd agora substituido por

um ket, nome dado por Dirac, definido da seguinte forma [3]:

v

[v)

O vetor que obtemos quando tomamos o complexo conjugado de todos os

elementos de |v) é escrito como bra, e representado como [3]:
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Podemos também retomar o conceito de produto escalar complexo e escrevé-lo

em nossa notacao alternativa, que através da Eq. 20, temos:

U-szf:vfwi:(v|-|w):> (v]w) (21)

A expressao (v|w) é chamado de bracket, ou seja, corresponde ao produto escalar
complexo entre dois vetores [3].

Podemos colocar em nossa notagdo braket as propriedades [3]:

W= (U-cw) = (wlv) = ((vjw))”

12 o o 2_
[V IF=0-cv20 = ||o) [[7= (vv) 20

O vetor polarizagao e vetor campo elétrico sao representados agora pelos kets [3]:

P(8,®) = cos(0)2 + sen(h) e'®) = | P(6,®)) = cos(8) |z) + sen(8) e'® |y)

E(z,t)= ERe (P} —  |E(z,1)) = ERe (|P) '*77)

E necessdrio recapitular alguns resultados da &lgebra linear com respeito a
representacao de operadores lineares por matrizes, desenvolvidas juntamente com a
notacao de Dirac.

Sabemos que uma matriz coluna pode ser representada como um vetor num espago
vetorial linear. Ou seja, um estado geral de polarizacao linear é representado por um vetor

coluna [2]:

C1 . -
[ ] — vetor de dimensao 2
Cc2

Onde |c1]? + |e2|* = 1 — Condicdo de normalizacio

Portanto, utilizando a notac¢ao de Dirac, temos a representagao do vetor |c):
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Seu transposto complexo conjugado:

(el = et o

Podemos introducao uma base ortonormal |e1) e |e2), tal que [2]:

Osei#j <— Ortonormal
{eilej) = 0ij — dij =
lsei=j <— Nao ortonormal

Onde ¢ é chamado de delta de Kronecker. O leitor deve ter no¢ao do significado
da expressao anterior, e a relagao de ortonormalidade entre as bases |e;) e |e;). Com isto,
qualquer vetor de estado |¢) pode ser representado como uma superposicao dos vetores

de base da seguinte forma [2]:

c) = c1 [e1) +ca |e2) (22)

Onde as bases |e1) e |e2) sdo representada por:

ool wp

Note que ao realizar o produto escalar complexo (ej|c) [2]:

(e1le) = (e1] (c1 |e1) +c2 [e2))

(e1]c) = c1 (e1ler) +ca (e1]ea)
S—— S——
011 012

(e1le) =1 (23)

Usando as propriedades de que os produtos internos sao distributivos e que
escalares podem ser movidos livremente por meio de bras ou kets [5]. Da mesma forma,

pode ser mostrado que (ez|c) = co.
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2.4 ESTADOS DE POLARIZACAO DA LUZ: TRATAMENTO UTILIZANDO
FOTONS POLARIZADOS

A partir de agora, iremos trabalhar com a polarizacao da luz no tratamento
de fétons, em particular a polarizacao linear dos fotons. Relembrando, a polarizagao
define a diregao de oscilagdo do campo elétrico (reveja Figura 7 e Figura 8). Dizemos
que um sistema se encontra em um estado bem definido quando conhecemos a maxima
informagao possivel a seu respeito. Ou seja, diremos que o estado quantico de polarizacao
de fotons estara bem definido quando sabemos que ele é linearmente polarizado numa
dada diregao especifica [2].0 polarizador prepara fétons em um estado de polarizacao 6
ou ¢. A partir do estudo sobre a difragao de elétrons utilizando o experimento de Young da
dupla fenda, temos a seguinte conclusao a respeito de fotons: a probabilidade de que um
foton preparado no estado de polarizagao linear 6 passe por um analisador que seleciona

fétons de polarizacao linear ¢ é [2]:

P(0,0) = cos*(0 — §)

Note que ¢ totalmente plausivel presumirmos isto, pois temos as seguintes

relagoes [2]:

100% de probabilidade que os f6tons linearmente polarizados em
O0=¢p= P0,0)=1=

0 passem pelo analisador linearmente polarizado em ¢.

D= ptT = P(0.6)=0 = 0% de probabilidade que os fétons linearmente polarizados
= > .P) =

em 6 passem pelo analisador linearmente polarizado em ¢.

Nao podemos prever com certeza o que acontece em termos intermediarios (pois
sdo probabilidades!).
Utilizando a Eq. 10 para polarizacao linear (¢ = 0), introduzindo agora a notagao

de Dirac, identificamos que:

|0) = cos(0) |x) + sen(0) |y) (24)

Onde o vetor |0) é representado por:
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E as bases de polarizacao linear na diregao |x) e |y):

mwwﬂ mzﬁ} (26)

A Eq. 25 é o vetor de estado correspondente a polarizacao na direcao 6 e a Eq. 24

é a representacao do vetor de estado de polarizacao linear como uma superposi¢cao dos

vetores de base! [2]. Para o mesmo caso, porém correspondente a polarizacao na dire¢ao

o:
cos()
) Len<¢)] (27)

Tomando o produto escalar complexo entre |6) e |¢):

(qu_@awmwwﬁm@wmw

cos(0—9¢)

sen(0)

(9|0) = [cos(gb) sen(gb)} [

(9]0) = cos(# — ¢) = amplitude de probabilidade (28)

A Eq. 28 pode ser entendida como a amplitude de probabilidade de que o foton
com polarizagdo |f) passe em um analisador orientado com angulo ¢ [2]. Conforme
visto anteriormente, ao tomar o moédulo quadrado desta amplitude de probabilidade,

encontramos a probabilidade de que o féton passe:

2(0,6) = (6|0

Para um féton preparado em um estado de polarizacao qualquer podemos apenas
prever a probabilidade de que passe pelo analisador [2]. Assim, aqui inferimos os dois

primeiros postulados da mecénica quantica, associados a polarizagao do féton [2]:

Postulado 1 O estado quantico de polarizacao de um foton é representado pelo vetor

de estado normalizado:

C
M:L1 Com 1116} IP=lex+Jeal® = (cle) = 1
2
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Postulado 2 A probabilidade de um féton inicialmente preparado em um estado de

polariza¢io qualquer |a) seja observado com polarizagao |by numa observagio bindria

s’

e’

P (b,a) = |(bla) "

2.5 OPERADORES E OBSERVAVEIS

Que grandezas sao observaveis na fisica quantica? Uma grandeza que pode ser
medida como a polarizacao linear do f6ton em uma dada direcdo é um observavel, assim
como a energia deste foton, onde o resultado pode ser qualquer nimero real maior que
zero. Porém, existe uma condi¢ao necessaria de observacao: o resultado da observacao
seja um numero real [2].

Nos limitaremos aqui a uma dada grandeza A na qual pode tomar um niimero
finito de valores: os resultados da observacao de A podem ser apenas os nimeros reais
A1, A2, .., Ap. Além disto, iremos supor que exista apenas um sé estado quantico |c;) na
qual a grandeza A toma os valores \;, com (j =1,2,...,n).

Caso um féton seja preparado em um estado |c;), a probabilidade de que a medida

de A produza o resultado A\ (que o féton seja observado no estado |ci)) serd:
2
[(ckles)|™ = on;

Osek#j <+— 0% de probabilidade que seja produzido o resultado Ag.

% lse k=7 <+— 100% de probabilidade que seja produzido o resultado \j.
Ou seja, trata-se de uma observagao binaria [2]: para o féton preparado no
estado c;, a probabilidade de produzir o resultado A, serd 100% apenas se j = k.
Consequentemente, caso j # k, a probabilidade serda 0. Na algebra linear, em um espaco
vetorial de dimensao m, nao ha possibilidade de existir mais de m vetores ortonormais.
Foi visto também que, para os vetores de estado associados a polarizacao, temos m = 2 [2].
Logo, no conjunto de estados quanticos associados a polarizacdo do foton,
nenhuma grandeza observavel pode tomar mais que dois valores diferentes. Ou seja, a
dimensao do espaco dos estados representa o nimero maximo de valores que uma grandeza

observavel neste estado pode tomar [2].
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Estes observéveis A quando atuam em um vetor de estado ¢;, podem transformar
este estado [5]:
Alej) =lay  (1=1,2) (29)

Sendo que em alguns casos ele nao altera o ket, exceto por uma constante:

Alej) =Xjle;)  (1=1,2) (30)

O que exprime dizendo que |¢j) é um autovetor de A associado ao autovalor ;.

A partir disso, inferimos mais dois postulados [5]:

Postulado 3 Um observdvel é representado matematicamente por wm operador

hermitiano A.

Postulado 4 O nico resultado possivel (de uma medida) é um do seus autovalores

A do operador A.

Onde, como um complemento ao Postulado 4 & polarizacao, temos [2]:

A

Postulado 4.1 Os estados de polarizagio para os quais A assume com certeza
seus valores possiveis (A1, 2) sao os autovetores (também chamados de autoestados)

correspondentes a A.

A necessidade de deixar explicito a palavra hermitiano serd explicado na secao

2.5.2.

2.5.1 Representagao matricial de A

Como estamos trabalhando com polarizacao de fo6tons de dimensao dois, a matriz

de A serd uma matriz quadrada 2 x 2:

A= (31)

art C512]

a1  a22
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Ao atuarmos A nos vetores de base da polarizacio (Eq. 26):

~ 1 N
ag1 a2| |0 asy as1

Caso atuamos (Z| ambos os lados:

INTEAEDN a12 Al A A
@Al =0 1]| 7| =a = |@lA]g) =ax

(£|fl\yf>:[1 0} =apy = [(2]A]

A aii "
<y’A|$>:{0 1} =ay = |[(J

(32)

Portanto, um elemento individual, como (x| A |x), geralmente é referido como um
elemento de matriz [5]. Esse “sanduiche” formado por um bra, um operador e um ket
desempenha um papel importante em muitos calculos da mecéanica quantica, mesmo em

casos em que o bra e o ket ndo sao kets de base [5].

2.5.2 Observaveis hermitianos

Da Eq. 31, ao transpormos as linhas e colunas e tomando o complexo conjugado,

chama-se entdo A’ a matriz conjugada hermitiana de A, ou matriz adjunta de A [2]:

AT:[AT}*: aip ao (33)
ajy a3y
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Da Eq. 29:

a11C1+a12¢2 aq
(21 C1 + a22C2 a2
Se realizarmos agora o bra de |a), ou seja, («|:
lafi ¢ taias agicf+ases| = [af a3] = (ol
Que ¢ exatamente igual a:

* *
. 4] ]%11 a21 — (a|
Cl 02 * * =\
—— Q12 Q22

<C‘ S———
At

(c] AT = (o (34)
Logo, sera valido [5]:
Aley=la) = (c]AT=(a|

/Al|c> =) = (C|AJr = (c|\*

Assim, um operador é hermitiano se:

A=At

Onde todos os operadores que correspondem a observaveis sdo hermitianos. A

prova disso vem logo em seguida [5]:

Ale) = Mo (c|AT = (¢ \*
(| Ale) = A(ﬁ@ (| ATle) = A*g@
=1 =1

(c|Ale) = A (c|AT|e) = X*

Se A= Al temos que:

A=\"= )\ éreal




40

Aqui vemos a necessidade de que os operadores que representam observaveis serem
hermitianos, que, conforme dito, é condi¢cao necessaria que os resultados da observacao

de A sejam um ntmero real.

2.6 O OPERADOR PROJECAO

Um operador de grande importancia é o chamado operador projegcao, podendo

obter novas relacoes com este operador. Portanto, da Eq. 25:

0) = cos(0) |x)+ sen(0) |y)

Sabendo da relagao da Eq. 23:

16) = (xl6) |2) + (y16) |v)
—— ——
cos(0) sen ()

Como (z|6) e (y|#) sdo nimeros, podemos alterar sua ordem:
16) = [) (x10) + |y) (y16)
16) = () (=] + [y) (w]) [6)

Definimos entdo [5]:

I, = |z) (z| fIy = |y) (y| | = Operadores de projegao (35)

Logo:
10) = (11, +11,) |6) (36)

A A

Note que a |f) da Eq. 36 possui uma igualdade a menos do termo (Hx—l-Hy).
Vejamos do que se trata deste termo.
Sabendo da Eq. 26:




41

Portanto:

SUSES

.. [to
M, +11, =1 = (37)

Logo, a relacao anterior ¢ chamada de relagio de completeza e o operador Ié
chamado de operador identidade [5]. Assim, isso expressa o fato de que os estados de
base |z) e |y) formam um conjunto completo de estados, o que significa que qualquer
ket arbitrario pode ser escrito em termos deles [5] (ndo necessariamente é preciso utilizar
vetores de base, mas qualquer vetor que satisfaca a relagao).

O operador identidade atuando em qualquer ket nao altera o estado [2] (reveja a

Eq. 36). A Eq. 37 pode ser escrita da forma geral para a polarizacao [2]:

2 2 R
2 IG=2 lej) el =1

J=1 J=1

2.7 O VALOR MEDIO

Em um estado de polarizacdo |c¢) qualquer, a grandeza A nao tomard em geral
um valor definido (a menos de uma medida projetiva): isto acontecerd apenas nos estados
|aj). De forma geral, A tomara um de seus dois valores possiveis A\; ou Ay em cada
observacao e, terd probabilidades &1 e &5 que é dada Postulado 2 para cada valores, ou

seja [2]:

9 Probabilidade associada a obter o valor A1 na qual foi preparado
P =[{ai|)]” =
no estado c.

9 Probabilidade associada a obter o valor Ag na qual foi preparado
Py =[{a2c)|” =
no estado c.

A definicao de valor médio da grandeza A no estado |¢) é dado como [2]:

n=2
(4), = > i (38)
=

A média prevista deste valor é comumente chamada de valor esperado, mas nao é

o valor esperado de qualquer experimento tinico. Em vez disso, é o valor médio esperado
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de um grande nimero de experimentos [5]. Sabendo das relagoes anteriores, a Eq. 38
torna-se:
n=

2
(A, = X NlalaP

7=1
. n=2
(4), = Ajajle) {agle)
j=1
R n=2
(A), = X Nlelay) (ayle)
j=1
E da relagao de completeza:
(A) =(clAle) (39)

Onde o operador A pode ser representado também como [2]:

A

n=2 . .
> A I = |aj) (o]
j=1

Conforme dito, os vetores de estado do operador projecdo nao necessariamente

precisam ser vetores de base, mas vetores que satisfaca a relacao de completeza.

2.8 COMPUTACAO CLASSICA: UMA REVISAO

Os computadores percorreram um extenso caminho para chegar no que
conhecemos até hoje. Os primeiros computadores ndo eram maquinas, mas sim, humanos,
com objetivo de realizar célculos [6]. O termo “computador” remonta ao inicio dos anos
1600, séculos antes da era digital. Os computadores humanos persistiram até a histéria
moderna, com a NASA, por exemplo, empregando pessoas para calcular trajetérias de
lancamento para o programa espacial e outras empreitadas cientificas até a década de
1960 [6]. Agora, quase todo mundo tem um computador eletroénico no bolso, como um
smartphone, por exemplo, que é mais poderoso do que os computadores que levaram
pessoas a lua.

Os computadores quanticos estao onde os computadores classicos estavam
décadas atras. Para entender o funcionamento dos computadores quanticos, é tutil
entender os funcionamentos dos computadores regulares, classicos, como os bits e portas

logicas [6].
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Portanto, este topico sera destinado a entender o béasico da computacgao classica,

de forma que serda de forma analoga para a computacao quantica em capitulos posteriores.

2.8.1 Bits

O que é um bit? O que ele representa? Por que ele é importante para a
computacao? A discussao sera iniciada apresentando dois exemplos: moedas e dados.

Iniciando com as moedas, considere uma moeda hipotética que pode representar
dois estados possiveis quando jogada aleatoriamente sobre uma superficie: cara (C) ou
coroa (C’), conforme a Figura 14. Suponha também que as moedas nao se equilibram
nas bordas, ou seja, os estados possiveis serao sempre C ou C’. Se tivermos duas moedas,
existem quatro estados possiveis: ambas as moedas podem estar com a face para cima
(CC), a primeira pode estar com a face para cima e a segunda com a face para baixo (CC’),
a primeira pode estar com a face para baixo e a segunda com a face para cima (C’C), ou

ambas podem estar com a face para baixo (C’C’). Em resumo, os estados possiveis sao [6]:
CC,CC,CC,CC

Uma vez que a primeira moeda possui dois estados possiveis, assim como a
segunda moeda, hé entdo 2 x 2 = 22 = 4 estados possiveis para duas moedas [6]. Para

trés moedas, podemos listar seus possiveis estados:
CCC,cCcC,cec,ecoe,eccec,oce,cococ,cca

Uma vez que temos trés moedas, cada uma contendo dois estados, o nimero de
estados possiveis serd 2 x 2 x 2 =23 = 8. De forma geral, se tivermos n moedas, entio

havera 2™ possiveis estados [6].

Figura 14 — Representacao de uma moeda hipotética contendo face cara (C) e face coroa (C’).
Produzido pelo autor.
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Utilizando dados, considere um dado padrao contendo seis lados, conforme a
Figura 15, onde em uma jogada ele possui seis estados possiveis: 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.
Utilizando dois dados, cada um pode assumir valores de 1 a 6, entao ambos podem ser
1, o primeiro pode ser 1 e o segundo pode ser 2, e assim por diante. Se o primeiro dado
for 3 e o segundo for 5, vamos escrever essa configuragdo como (3,5) [6]. A configuragiao

total pode ser:

Logo, utilizando dois dados, teremos 6 x 6 = 62 = 36 estados possiveis. De forma
geral, teremos 6" possiveis estados, onde n corresponde ao nimero de dados. Vemos,
portanto, a quantidade de estados possiveis presentes utilizando moedas e dados. A
questdao é: quanta informacgdo as moedas e dados podem carregar? Veremos logo em

seguida.

Figura 15 — Representacdo das seis faces de um dado. Produzido pelo autor.

2.8.2 Codificando informacoes

As sete cores do arco-iris podem ser representadas, ou codificadas, através
das configuracoes possiveis utilizando trés moedas e dois dados, conforme a Tabela 1.
Portanto, em uma jogada com trés moedas, correspondendo a C'CC, é possivel entao
decodificar esse estado e encontrar a cor azul. Da mesma forma, com os dois dados,
caso o primeiro corresponda a 1 e o segundo a 5, temos o estado (1,5), que decodificado

também representa a cor azul.
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Tabela 1 — Representacao das cores do arco-iris associadas aos possiveis estados de trés moedas
e dois dados. Adaptado de [6].

Cores | Moedas (estados) | Dados (estados)

Vermelho CcCC (1,1)
Laranja ccC (1,2)
Amarelo ccc (1,3)
Verde ccC (1,4)
Azul C’'cC (1,5)
Indigo cce (1,6)
Violeta cCcC (2,1)

No6s vemos que uma moeda carrega menos informacao do que um dado: sao
necessarias trés moedas para distinguir as sete cores do arco-iris, em comparagdo com
dois dados [6]. Uma vez que dois estados é o menor niimero de estados que podem ser
distinguiveis, uma moeda carrega a menor quantidade de informacgao possivel. Portanto,
temos a ideia de que algo com dois estados carrega a menor quantidade de informagao
possivel [6]. H& muitos sistemas fisicos que possuem dois estados. Como foi discutido
anteriormente, o exemplo da moeda possuir cara e coroa ¢ um sistema de dois estados.
Em vez de usar tantos nomes diferentes, muitas vezes é mais facil usar nomes genéricos
para os dois estados. De forma matematica, é conveniente utilizar digitos binarios para
estas representacoes. A Tabela 2 apresenta alguns exemplos possiveis para sistemas de

dois estados e a representacao geral que pode ser utilizada, a do digito binario [6].

Tabela 2 — Exemplo de sistemas de dois estados. Adaptado de [6].

Sistema Fisico Estados
Moeda c
Interruptor | Ligado Desligado
Tensao oV 5V
Polarizagao Passa Nao passa
Digito Binario 0 1

Note que a polarizacao linear de fétons, vista anteriormente, pode ser reduzida
a um sistema de dois estados! Agora, utilizando a convencao de digitos binarios,
independente de qualquer sistema fisico, podemos nos referir aos dois estados possiveis

como 0 e 1, a conven¢ao bindria [6].
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Portanto, uma vez que os digitos binarios sao frequentemente usados na
computacao, uma abreviagdo para digito bindrio foi inventada: o bit. Logo, uma vez
que sistemas com dois estados carregam a menor quantidade de informagao possivel, o

bit também carregard a menor quantidade de informagcao possivel [6].

2.8.3 Portas Logicas

Nesta subsec¢ao iremos explorar como é possivel manipular os bits anteriormente
estudados para que possamos realizar calculos utilizando-os. Para que possamos
manipuld-los, devemos utilizar as portas ldgicas (logic gates), na qual consiste em receber
ou mais bits como entrada (input) e, a depender da entrada, terd uma saida (output) com

um ou mais bits [6]. Ao fim, serd apresentado um exemplo fisico utilizando um bit.

2.8.3.1 Portas de um unico bit

Um simples circuito de uma porta logica contendo input e output de um bit pode

ser representado pela Figura 16.

Input Output

Gate

Figura 16 — Representagdo de um diagrama de circuito para um tnico bit. Produzido pelo
autor.

O circuito ¢ lido da esquerda para a direita. O bit de entrada da esquerda viaja
através de uma linha ou fio até a porta, na qual foi desenhada de uma forma genérica. O
bit sai pela porta pela direita, através do fio, na qual se tem o bit de saida [6].

Podemos descrever as possibilidades de saida do bit utilizando uma tabela verdade,

veja Tabela 3. Como tem apenas um bit, sua possibilidade de entrada sera apenas 0 ou
1 [6].
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Tabela 3 — Exemplo de tabela verdade para um bit. Como néo especificamos a porta utilizada,
o bit de saida estd com interrogacao.

Input | Output
0 ?
1 ?

O bit de saida dependera da porta utilizada. Como temos dois bits de saida,
cada um contendo dois estados possiveis, 0 ou 1, teremos 2 x 2 = 4 possibilidades de
portas logicas [6]. Quais as portas possiveis para se utilizar para um bit? As portas serdo

listadas logo em seguida.

[. A porta identidade: Porta na qual nao realiza nenhuma alteracao no bit. Para bit
de entrada 0, sua saida serd 0, o mesmo para o bit de entrada 1 [6]. E frequentemente

representada por um triangulo, conforme Figura 17.

A— — A A A

Figura 18 — Representagao alternativa da
Figura 17 — Representacio esquemética da porta identidade. Produzido pelo autor.
porta identidade. Como esta porta nao altera o
bit de entrada A, teremos A como bit de saida.
Produzido pelo autor.

Na Figura 17, descrevemos A como bit de entrada. Como este bit passou pela porta
identidade, na qual nao fez alteracao alguma, sua saida serd A [6]. A tabela verdade

para esta porta é descrita pela Tabela 4.

Tabela 4 — Tabela verdade da porta identidade.

AlA
010
111

Como nao foi realizado nenhuma alteragao no bit, uma representacao alternativa do

circuito pode ser observada na Figura 18.
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I1. A porta NOT: Porta na qual inverte o bit de entrada. Caso o bit de entrada
corresponda a 1, o bit de saida correspondera a 0. Da mesma forma com bit de

entrada 0 [6]. Seu diagrama de circuito é representado pela Figura 19.

A — A

Figura 19 — Representagao da porta NOT. Produzida pelo autor.

O bit de entrada A entra na porta NOT pela esquerda e o resultado de saida sera
A. A barra acima do bit denota negacéo, ou seja, o bit invertido ou a negacio do

bit [6]. A tabela verdade para esta porta é observada na Tabela 5.

Tabela 5 — Tabela verdade da porta NOT.

A
1
0

— (@n)] :]; |

ITI. A porta always 0: Porta responsavel por, independente do bit de entrada, tera
seu bit de saida sempre 0 [6]. Nao possui um diagrama de circuito padrao, porém

por ser representado através da tabela verdade conforme Tabela 6.

Tabela 6 — Tabela verdade da porta always 0.

AlO
110
01]0

IV. A porta always 1: Assim como always 0, esta porta é responsavel por,
independente do bit de entrada, terd seu bit de saida sempre 1 [6]. Nao possui um

diagrama de circuito padrao, porém por ser representado através da tabela verdade

conforme Tabela 7.
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Tabela 7 — Tabela verdade da porta always 1.

All
01
111

Estas sao todas as possibilidades de manipulagao de apenas um bit de entrada e

um bit de saida.

2.8.3.2 Portas para dois bits

Sao portas légicas que utilizam dois bits de entrada, como por exemplo A e B.
As portas légicas de dois bits podem ter varias saidas, o caso mais simples onde temos

apenas uma saida é representada de forma geral pela Figura 20.

Gate Output
B -

Figura 20 — Representacao de um diagrama de circuito para dois bit de entrada. Produzida
pelo autor.

A tabela verdade para dois bits terd 2 x 2 = 22 = 4 possibilidades de entrada. Ou
seja, A e B podem ambos ser 0, ou A sendo 1 e B 0, A correspondendo a 0 e B 1, ou
ambos ser 1. De forma geral, e simplificada: 00, 01 10, 11. A tabela tabela verdade para

dois bits de entrada é observado na Tabela 8.

Tabela 8 — Exemplo de tabela verdade para dois bits. Novamente, como nédo especificamos a
porta utilizada, os bits de saida estdo com interrogacao.

A B | Output
0 ?

0 1 ?

1 0 ?

1 1 ?
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Novamente, o bit de saida dependera da porta utilizada. Uma vez que temos
quatro bits de saida, sendo 0 ou 1 as possibilidades, temos 2% = 16 possibilidades de

portas para dois bits [6]. Porém, serao listadas apenas 5 de grande importancia.

I. A porta AND: O bit de saida serd 1 apenas quando ambos os bits de entrada

forem 1 [6]. Sua representagiao pode ser observada na Figura 21.

A Tabela 9 — Tabela verdade da porta AND.

AB A B | AB

0
1
0
1

B

— = O O

_— o O O

Figura 21 — Representacdo de um diagrama
de circuito para a porta AND. Produzida pelo
autor.

Os bits de entrada A e B entram na porta AND, resultando em AB. A
tabela verdade para esta porta logica é representada pela Tabela 9. Note que a
multiplicagdo usual funciona muito bem aqui: 0 x0=0x1=1x0=0 e apenas
1 x1=1. Em alguns textos, vocé pode se deparar com a notacao AA B, na qual é

equivalente a AB [6].

II. A porta OR: O bit de saida serd 1 se pelo menos um bit de entrada, ou ambos

corresponder a 1 [6]. Sua representagao pode ser observada na Figura 22.

A Tabela 10 — Tabela verdade da porta OR
A B| A+B

B 0 1 1
1 0 1
1 1 1

Figura 22 — Representacdo de um diagrama
de circuito para a porta OR. Produzida pelo
autor.

Os bits de entrada A e B entram na porta OR, resultando em A+ B. A tabela
verdade para esta porta logica é representada pela Tabela 10. Diferente da porta
AND, A+ B nao indica adi¢ao literal dos bits, é apenas uma representacdo. Em

alguns textos, vocé pode se deparar com a notagao AV B, na qual é equivalente a
A+ B [6].
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. A porta Fzxzclusive OR ou XOR: O bit de saida serd 1 apenas se um bit

de entrada for 1, mas nao ambos [6]. Sua representacao pode ser observada na
Figura 23.
Tabela 11 — Tabela verdade da porta XOR.

A A B|A®B
A® B 0 0] 0
B 0 1] 1
1 0| 1
1 1| 0

Figura 23 — Representacdo de um diagrama
de circuito para a porta XOR. Produzida pelo
autor.

IV.

Figura 24 — Representacdo de um diagrama

Os bits de entrada A e B entram na porta XOR, resultando em A@& B. A
tabela verdade para esta porta logica é representada pela Tabela 11 [6]. Aqui,

@ corresponde a soma modulo dois, significando que pegamos o resto apés dividir

por 2.
Por exemplo:
AeB=1
1o0=1
1 =1 mod _2
—~— —~— ~~
dividendo  resto divisor

Ou seja, 1 dividido por 2 resulta em um quociente 0, com resto 1. De forma geral,
para este exemplo:

ADB=100=1=1 mod 2

A porta NAND: Representa a NOT de AND, em que o bit de saida é negado
dos bits de AND [6]. Sua representagao pode ser observada na Figura 24.

A Tabela 12 — Tabela verdade da porta NAND.

E A B|AB

B

— = O O
—_— O = O
O = =

de circuito para a porta NAND. Produzida pelo
autor.
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Os bits de entrada A e B entram na porta NAND, resultando em AB [6]. A
tabela verdade para esta porta logica é representada pela Tabela 12. Na Figura 24,
note que NAND é representado por AND, com adicional de um pequeno circulo na

ponta, representando negacao. Além disso, AB, com uma barra acima, representa
a negacgao de AND [6].

V. A porta NOR: Representa a NOT de OR, em que o bit de saida é negado dos
bits de OR [6]. Sua representagao pode ser observada na Figura 25.

Tabela 13 — Tabela verdade da porta NOR.

A

2 A B|A+B
A + B 0 O 1
B
0 1 0
1 0 0
Figura 25 — Representacdo de um diagrama 1 1 0

de circuito para a porta NOR. Produzida pelo
autor.

Os bits de entrada A e B entram na porta NOR, resultando em A+ B. A tabela
verdade para esta porta logica é representada pela Tabela 13. Novamente, na
Figura 25, note que NOR é representado por OR, com adicional de um pequeno

circulo na ponta que representa negagao [6].

2.8.3.3 Exemplo para um bit

Desde entao discutimos o que as portas logicas fazem, mas nao apresentamos
o que elas sao fisicamente. Portanto, irei apresentar apenas um exemplo utilizando um
unico bit. Ha diferentes maneiras de representar portas logicas fisicamente, porém a mais
comum ¢ utilizar circuitos elétricos.

Podemos considerar um circuito elétrico inicial conforme a Figura 26. Neste
circuito, temos uma fonte de tensdo, um switch (chave liga-desliga) e uma lampada.
Podemos associar a chave como input A e a lampada como output [6]. A corrente elétrica
flui da fonte em direcao a lampada, iluminando-a. Note que a corrente nao passa pela
chave, devido a mesma estar aberta e nao permitir a passagem de corrente elétrica por
este caminho. Portanto, quando A =0, temos output = 1. Ao fechar o chaveamento,
como mostrado na Figura 27, temos A =1. O caminho pelo qual a corrente elétrica
percorre é aquele que apresenta menor resisténcia, que, por sua vez, é a passagem que
possui o chaveamento fechado. Assim, como nao ha passagem de corrente pela lampada,

output =0 [6].
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~

Output = 0

T Off
O

e 1 )

—
]

1 T b
1) 1

Figura 26 — Circuito elétrico inicial. Corrente Figura 27 — Circuito com chaveamento
eAlétrica flui pelo. circuito, iluminando a  fochado.  Corrente elétrica percorre caminho
lampada.  Produzido pelo autor, adaptado de menor resisténcia. Produzido pelo autor,
de [6]. adaptado de [6]

Output =1

A partir destas informacoes, podemos construir a tabela verdade para este

exemplo, conforme Tabela 14.

Tabela 14 — Tabela verdade obtida no exemplo

A | Output
0 1
1 0

Esta ¢é a tabela verdade para uma porta NOT, portanto, o circuito neste exemplo
¢ uma porta NOT. Da mesma forma, podemos criar circuitos elétricos simples que

implementam cada uma das outras portas logicas [6].

2.9 COMPUTACAO QUANTICA

A computagdo quantica é um tipo de computacdo em que as informacoes sao
processadas usando bits quanticos, ou qubits, que utilizam conceitos da mecanica quantica
para o processamento dessa unidade de informagao [7]. Com isso, permite-se que
os computadores quanticos executem certos tipos de calculos muito mais rapidamente

que computadores classicos. Cddigos de criptografias conseguem ser quebrados mais



54

rapidamente em computadores quanticos do que classicos, assim como criar simulac¢oes
extremamente complexas [7]. Como exemplo, em 2019, a Google anunciou que seu
computador quantico realizou um céalculo que seria praticamente impossivel até mesmo
para o melhor supercomputador do mundo. O computador quéntico interno quebrou
o calculo de um gerador de nimeros aleatérios em apenas 3 minutos e 20 segundos, em
comparagao, o supercomputador mais rapido do mundo chamado de Summit levaria cerca
de 10.000 anos para realizar o mesmo calculo [8].

Logo, a sua utilidade estd em resolver problemas e operacoes que os modelos
classicos modernos nao conseguem ou demoram até demais para fazer, como calculos
complexos e processamentos em banco de dados com imensos dados. A ideia é aplicar em
meios corporativos e empresas que necessitam de rapidez para realizar essas tarefas [9].

Para permitir a agdo dos qubits, os aparelhos precisam estar em ambientes
especiais, completamente longes de ruidos ambientes e em baixissimas temperaturas [9].
Logo, um computador quéntico deve estar bem isolado a fim de reter suas propriedades
quanticas, mas, ao mesmo tempo, seus qubits devem ser acessiveis para serem manipulados
para realizar a computagio e a leitura do estado [1].

Nesta secao, serao abordados o bit utilizado na computacao quantica, chamado
de qubit, assim como sua representagao na esfera de Bloch; a representacao de multiplos
qubits; as operacoes que podem ser realizadas sobre o qubit com os operadores, assim
como o diagrama de circuito quantico. Por fim, serd discutido o algoritmo de Grover
aplicado a um exemplo utilizando dois qubits, construindo o circuito quantico em um
software gratuito. O leitor vera analogias da mecanica quantica estudada anteriormente

por meio de fétons polarizados individuais

2.9.1 O qubit

Um bit quantico, ou qubit, é ao mesmo tempo semelhante e diferente de um bit
classico em algumas maneiras importantes. Primeiramente, assim como um bit classico,
um qubit pode assumir dois valores, 0 ou 1 [6]. Abaixo é visto a diferenca da representagao

do bit classico e o qubit, o bit quantico:
Bit classico = 1 Bit quantico = |1)

Bit classico= 0 Bit quantico = |0)
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Porém, conforme estudado para a polarizacao de fétons, estes qubits podem estar

em uma superposi¢ao, com amplitudes « e [ associados [1]:
) = al0)+5[1) (40)

Aqui encontramos a primeira analogia a conceitos da mecanica quantica, a da
superposicao. Na computacao classica, podemos controlar quando um bit serd 0 ou 1.
No entanto, na computacao quantica, os qubits podem estar em superposicao, assumindo
estados simultaneos de |0) e |1) [6]. Isso introduz um cardter totalmente probabilistico
dos qubits.

Como os qubits estao relacionados a sistemas de dois niveis, definimos os estados

de qubit |0) e |1) pela base canoénica de dois niveis:

ol ef

A representacdo para varios qubits serda vista futuramente, sendo necessario

utilizar o produto tensorial entre os qubits.

2.9.1.1 Representacao do qubit

Podemos representar o vetor de estado [¢)) de uma forma geométrica e mais geral,
conhecida como esfera de Bloch ou representag¢io de Bloch [1]. Para representar [¢), as

amplitudes « e  podem ser escritas como [6]:

o = cos (g) B=¢%sen (g)

Note que esta representacio satisfaz a condicdo de normalizacio |a> + |32 =1 e
que a fase ¢’ ndo altera a probabilidade relacionados aos estados |0) e |1). A Eq. 40 se

torna:

) = cos (2) 0) + ¢ sen (‘;)) 1) (a1)

Os termos 0 e ¢ da Eq. 41 definem um ponto na superficie de uma esfera de raio
unitario (veja Figura 28). Logo, os estados para um qubit, correspondendo a |0) e |1},

podem ser descritos como uma esfera de raio unitario [1].
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1)

Figura 28 — Representacao de |1) na esfera de Bloch. Produzida pelo autor, adaptado de [1].

2.9.1.2 Miultiplos Qubits

Quando temos multiplos qubits, escrevemos seus estados como um produto

tensorial ® [6]. Por exemplo, dois qubits [¢) e |¢) onde ambos estdao no estado |0):

Por sua vez, o produto tensorial:
) ®|¢) =10) ©10)

Onde é pronunciado como “zero tensor zero” ou “4 tensor ¢” [6]. Frequentemente,

é omitido o simbolo do produto tensorial, deixando uma notagao mais limpa [6]:
) ®|¢) =10)®|0)

¥} |¢) =10 10)
[¥¢) = 100)

Na dlgebra linear, o produto tensorial ¢ simplesmente o chamado produto de
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Kronecker, onde consiste em multiplicar cada termo da primeira matriz pelo conjunto
total da segunda matriz [6]. Como visto anteriormente, |0) e |1) sdo representados pela

base canonica, o produto tensorial de dois qubits:

] A
1
1 1 0 0
00) =10)[0) =10) ®|0) = ® =| £r3|=
00) =10 |0) = |0) ®]0) ol @1, ) 0
0
0] 0
O processo é o mesmo para os demais estados:
1] 0] 0] 0]
0 1 0 0
|00) = |01) = 110) = 111) =
0 0 1 0
0 0 0 1

Para dois qubits [¢)) e |¢) da forma mais geral:
) = al0)+5[1)
|6) =n0) +[1)
O produto tensorial por sua vez sera:
) ®|¢) = («|0) +5[1)) ® (n]0) +7[1))
[¥¢) = (an]0) @[0)) + (ay[0) @[1)) + (60 |1) ©10)) + (87 |1) © 1))
[¥¢) = an|00) +av|01) + B [10) + Sy[11)

Podemos simplificar as notacoes:

W) = o 00)+ B [01)+ »' [10)+ + |11)
- ~— ~~— ~~
1) an ary Bn By

W) = a'[00) + 5]01) +n"[10) +'[11) (42)

Perceba que |¥) nao é mais facilmente representado na esfera de Bloch, tendo
uma limita¢ao apenas para 1 qubit [1]. O nimero de estados possiveis que pode tomar se

resume a N = 2", sendo n o nimero de qubits! [1].

'Para n = 3, terfamos N = 8. Ou seja: [000), [001), [010), |011), |100), |101), [110) e |111).
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2.9.2 Portas quanticas: Operagoes sobre qubits

Portas quanticas atuam em qubits da mesma forma que portas logicas atuam em
bits. Veremos o que sdo as portas quanticas e qual a sua funcao.
Uma porta quéantica é responsavel por transformar um estado de um qubit [1].
Por enquanto, serd denotado por U uma porta quantica genérica. Uma porta quantica
deve ser linear, ou seja, apresenta propriedade distributiva entre superposi¢oes. Ou seja,
por exemplo [6]:
U(a]0)+5]1)) = aU|0)+5U|1) (43)

Além disso, para que este seja uma porta quantica valida, a probabilidade total

deve permanecer 1 [6]..

2.9.2.1 Portas quanticas comuns para um qubit

Uma vez que uma porta quantica valida preserva a probabilidade total, podemos
listar algumas portas importantes para um qubit que serao utilizadas futuramente e que

frequentemente aparecem na computacao quantica:
I. A porta identidade I: Transforma um estado |0) em |0) e |1) em |1) [6]. Portanto:

110) =10)
1) =11)

Ou seja, ndo altera o estado®. Sua forma matricial é representada como [1]:

oo=1= [1 O] (44)

01

II. A porta Pauli X ou NOT: Transforma |0) em |1) e |1) em |0) [6]. Logo:

X10) =11)
X[1) =10)

Note a equivaléncia com a porta NOT cldssica. Sua representagdo matricial [1]:

o1=0,=X= [(1) (1)] (45)

2De forma geral, qualquer estado que seja, ele ndo serd alterado.
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IV.
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Na esfera de Bloch, isso pode ser entendida como uma rotagao em 180° do estado

em torno do eixo z [6].

A porta Pauli Y: Transforma |0) em i|1) e |1) em —i|0) [6]. Portanto:

Y10y =i[1)
Y1) = —i|0)

Note que esta nao é uma porta classica usual, devido a presenca do nimero

imaginario i. Sua forma matricial [1]:

’ _1 (16)

Na esfera de Bloch, isso pode ser entendida como uma rotagao em 180° do estado

em torno do eixo y [6].

A porta Pauli Z: Mantém |0) em |0) e transforma |1) em — |1) [6]. Assim:

Z0) = 0)
Z|)=-11)

Esta também nao é uma porta cldssica usual. Sua representagdo matricial [1]:

1 0
O _J )

Na esfera de Bloch, isso pode ser entendida como uma rotagao em 180° do estado

em torno do eixo z [6].

. A porta Hadamard H: Transforma |0) em |+) e |1) em |—). Esta porta é

algumas vezes denominada de “raiz quadrada de nao” [1], e é responsével por criar

superposicoes de estados computacionais. Segue:

1
H10) = == (0) +11)) = )
HIL) = (0)— 1)) = |-)

S

2
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Onde |—) e |+) sao ditos estados de base qubit [1]. A forma matricial de H [1]:

111
H:x/?L —1] 48)

Estas matrizes, ou portas quanticas, tém como funcao realizar operagoes ou

transformacoes sobre o estado, da mesma forma que os operadores quanticos
discutidos anteriormente! As matrizes de Pauli sd@o unitdrias porque preservam
a sua norma (nao altera probabilidade total), podendo ser visualizadas na esfera de
Bloch com transformagoes unitarias sobre um qubit [1]. H4 outras portas quanticas

importantes que devem ao menos serem citadas, como: porta Phase, e porta T.

2.9.2.2 Portas quanticas para dois qubits

As portas quanticas podem ser aplicadas em dois qubits ao mesmo tempo. Uma
porta importante, e a tinica relacionada a dois qubits que sera trabalhado aqui, é a porta
CNOT, “nao controlado”. Vocé ja deve ter visto a expressao “Se A for verdadeiro, execute
B”. Este é um tipo de operacao controlada, sendo uma das mais tteis tanto na computacao
classica quanto na quéntica [1]. Ela recebe dois qubits na sua entrada, chamados de qubit
de controle e qubit alvo [1]. Caso o qubit de controle for |1), o estado do qubit alvo serd

trocado. Ou seja:

CNOT |00)
CNOT|01)
CNOT [10)
CNOT|11)

Neste caso, o qubit da esquerda é referido como o bit de controle e o da direita
como qubit alvo®. Note que caso a condicdo nio seja satisfeita, nada acontece com o

estado. Sua forma matricial é representada como [1]:

CNOT = (49)

0 0
0 0
0 1
10

10
0 1
00
0 0

3Para ter mais clareza de qual qubit é alvo ou controle, é necessario observar como esté posicionado
a porta CNOT no circuito quantico.
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Além disso, a representacao em um circuito quantico, que sera visto na se¢ao 2.9.3,
é observado na Figura 29. O qubit de controle é onde e estd posicionado e o qubit alvo é

onde @ esta posicionado.

1IN
N

Figura 29 — Representacao da porta CNOT. Produzido pelo autor.

Ha outras portas importantes que podem ser citadas, como: porta U-controlado e
SWAP. Para trés qubits, teriamos a porta Toffoli, que nao se encaixa nos nossos objetivos

e ndo sera abordada.

2.9.3 Circuitos quanticos

Assim como foi estudado os circuitos classicos em que consistia em bits e portas
logicas com suas representacoes, podemos entao ilustrar diagramas de circuitos quanticos
que consistem em qubits e portas quanticas [6]. Uma trilha qubit pode ser representada

como mostra a Figura 30.

0)

Figura 30 — Exemplo de uma trilha para um qubit iniciado no estado |0). Produzido pelo
autor.

Podemos entao, adicionar as portas quanticas ao circuito, como por exemplo

mostrado na Figura 31.

\O) — 1 H X Y 28
~—
Medicio

Figura 31 — Exemplo de uma trilha para um qubit com portas quénticas atuando sobre o
mesmo. Produzido pelo autor.
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Assim como nos diagramas de circuitos classicos, o circuito é lido da esquerda
para a direita. Logo, temos um tinico qubit iniciado no estado |0) e aplicamos uma porta
Hadamard H, em seguida uma porta Pauli X e Pauli Y. Por fim, é medido o qubit no
final do circuito (veja Figura 31). Para uma representagdo matemética do circuito, é
descrito como YXH|0). Para multiplos qubits, o circuito pode ser representado conforme

Figura 32.

0) !

1) 2

0) n

Figura 32 — Exemplo de uma trilha para n qubits iniciados em estados escolhidos por acaso.
Produzido pelo autor.

Agora, imagine que temos multiplos qubits e queremos aplicar uma porta apenas
em um Unico qubit. Suponhamos que temos dois qubits nos estados |0) ® |0) = |00)
e, desejamos aplicar uma porta quantica no qubit da esquerda (porta Hadamard, por
exemplo), enquanto o qubit da direita permanece o mesmo. Como o qubit da direita deve
permanecer inalterado, aplicamos a ele o operador identidade I [6]. Logo, escrevemos a

atuagao dos operadores nos qubits da seguinte forma:
(H®1)(|0)®10)) = H|0) ©10)

(H®1)]00) = —=(|0) +[1)) ®10)

Sl

2
1

(H®1)]00) = 5

(10) 210) +[1) @10))

5

1

V2

Vocé pode utilizar as representacoes matriciais vistas nas segoes 2.9.2.1 e 2.9.2.2,

(H®1)|00) = (100) 4 [10))

uma vez que podem ser mais faceis de serem trabalhadas dessa forma. Um diagrama
de circuito quantico de dois qubits para esta operacao ¢ ilustrado na Figura 33. Foi
respeitada a convencao adotada por [1], de que o qubit mais a esquerda corresponde ao

qubit mais acima do diagrama; e o qubit mais a direita ao qubit mais abaixo do diagrama.
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0) — H

0) — 1

Figura 33 — Diagrama de circuito quintico para dois qubits. A porta Hadamard atua no qubit
acima enquanto a porta identidade atua no qubit abaixo. Produzido pelo autor.

2.9.4 Algoritmo de busca de Grover

Sera apresentado de forma conceitual e simples o algoritmo de busca de Grover,
mantendo o significado e a esséncia do mesmo. Com finalidade didatica, sera mostrado um
exemplo utilizando dois qubits para o algoritmo de grover, juntamente com um software
para a manipulacao e leitura.

Imagine que vocé queira encontrar um nimero de telefone em uma lista telefonica
nao ordenada imensa contendo N elementos em um banco de dados nao ordenado. Para
um computador cldssico, seria necessario em média N/2 operagdes para que se encontre
o elemento desejado [1]. Porém a velocidade de busca é reduzida a V'N operacoes ao
utilizar um algoritmo quéntico, o algoritmo de Grover [1]. Devemos introduzir e entender
de forma mais geral o caminho que o algoritmo toma para que o elemento desejado seja
encontrado. O primeiro passo é criar uma superposi¢ao igual de todos os elementos
possiveis que estamos procurando [1]. E para isso, utilizamos o operador Hadamard.

Retornando no exemplo da lista telefénica, imaginamos N = 100 elementos:

| N-l
~ N2 Z ) (50)

9) = 110<\o>+u>+\2>+...+|99>>

Onde cada estado corresponde a um item da lista telefonica. Realizada a
superposicao, introduzimos entao o ordculo. Ele se baseia em fornecermos uma entrada
e ela nos retorna uma saida, sem que saibamos como funciona internamente. Vocé
pode pensar em uma “caixa preta” que possui a capacidade de reconhecer solugoes do
problema [1]. Atengao: ele nao sabe me informar a resposta explicitamente, porém ele
identifica se o elemento é a solugdo. Por exemplo, no jogo de Sudoku, o oraculo nao sabe

resolvé-lo, porém sabe verificar se a disposicao dos niimeros leva a resposta correta.
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Em nosso caso da lista telefonica podemos fazer a seguinte consulta: “Oraculo,
o item |1) estd correto?” Se o oraculo responder “Sim”, encontramos nosso item. Se o
oraculo responder “Nao”, podemos perguntar sobre outro item: “Oréculo, o item |2) esté
correto?” Podemos continuar assim até que o ordculo diga “Sim” [6]. Uma representacao

do oraculo é observado na Figura 34.

o —— B | o |-®

Figura 34 — Uma representacido do ordculo. Figura 35 — Mudanga de fase do estado |5)
Produzido pelo autor. causada pelo ordculo. Produzido pelo autor.

A funcao do oraculo é marcar as solugoes do problema de busca, mudando a sua
fase [1]. Assim, caso o estado |5) seja a solugdo, o ordculo inverterd a fase do estado.

Ou seja, como representado na Figura 35. Matematicamente, o oraculo é descrito pela
Eq. 51.
) % (=1 |x) (51)

Logo, o ordculo é uma fungao f(z) que produz 0 (ndo) ou 1 (sim). Avaliar
f(5) é questionar ao ordculo se o item |5) é o correto. Se f(5) =1, encontramos o
item. Caso contrario, f(5) =0 indica que |5) ndo é o item correto, e o ordculo continua
a analisar outros estados [6]. Para um problema de busca contendo N elementos e M
solugbes, o oraculo precisa ser aplicado O(\/W ) [1]. Por fim, agora identificados os
elementos solugoes através do ordculo e invertido sua fase, aplicamos o chamado a porta
diffuser (também chamado de operador Grover GG). Este operador é capaz de aumentar
a probabilidade da solugdo e reduzir a probabilidade de outros elementos nao solugao [1].

De forma geral, uma iteracdo completa pode ser visualizada na Figura 36. Tanto
o oraculo quanto o operador Grover sao um conjunto dos operadores para um qubit e dois

qubits, discutidos na secao 2.9.2.1 e 2.9.2.2.
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A Probabilidade A Probabilidade A Probabilidade
Aplicagao do operat.10~r Hadamard Aplicagio do ordculo Aplicagdo fio
para gerar superposigoes operador diffuser
> I
... |4) |5) |6) ... Elementos 4) —|5) |6) --- Elementos - [4) —[5) [6) - Elementos

Figura 36 — Iteracdao completa do algoritmo de Grover. Produzido pelo autor.
2.9.5 Apresentacao do software Q-kit

O Q-kit é um ambiente de controle e manipulagdo de circuitos quanticos,
oferecendo diversas fungoes de andlise e construgao do circuito. O software Q-kit pode
ser baixado gratuitamente na referéncia [10] deste material. Ao abrir o programa, nos

deparamos com o ambiente de trabalho observado na Figura 37.

2 Q-Kit - O X

Figura 37 — Interface do software Q-kit.

No canto superior esquerdo, encontramos as fungoes que o programa oferece, tais
como limpar ambiente, abrir circuito ja feito, salvar circuito, adicionar qubit, adicionar
operadores e manipular os estagios do circuito. Os operadores mencionados anteriormente
estao presentes no programa, porém com notagao diferente (por exemplo, a porta quantica
Z é representada como Sz no programa, assim como outros). Para adicionar qubits,
direcionamos até a caixa de selecdo add qubit em verde. Vocé pode se deparar com [1,0)]

ao lado das trilhas dos qubits; isto indica a amplitude de probabilidade relacionada aos
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estados |0) e |1) respectivamente (para este caso, nos diz que ambos os qubits estdo
iniciados no estado |0)). Na caixa de selecdo add Quantum gates em azul, vocé pode
selecionar as portas quanticas que deseja utilizar no circuito. H& outras fungoes que o

programa oferece. Logo, o leitor deve ficar livre para explora-lo.

2.9.6 Algoritmo de Grover: Exemplo utilizando dois qubits

Sera visto um exemplo do algoritmo de Grover utilizando dois qubits a fim de
acompanhar os estados finais utilizando o software proposto. A utilizacao de dois qubit
nos permite ter um estado |1)) que, conforme visto anteriormente, terd 2" estados possiveis.

Temos, portanto, dois qubits da forma:
|¢) = |0) +5]1)

|#) =n10) +~]1)

Como n =2, temos |00),]01),]10),|11) possiveis estados. Aplicando o produto

tensorial:
) =) ®@|¢) = (]0) + B 1)) @ (n]0) +7|1))

[T) =a/|00) + 8’ |01) + 7 [10) ++/ |11)

O leitor pode pensar como em quatro cores diferentes: azul, vermelho,
verde e amarelo. Essas quatro cores correspondem aos quatro estados mencionados,
respectivamente. Imaginamos que queremos encontrar, por exemplo, a cor amarela que
corresponde ao estado |11)%, onde o estado inicial é |0) ®|0) = |00). Para isso, definimos

as amplitudes de probabilidades 3, ' e o/ igual a zero, e o’ igual a um:

W) = [00)

O diagrama completo do circuito quantico encontra-se na Figura 38. Aconselho
que o leitor acompanhe com o diagrama cada passo realizado com os estados. Iniciado o
estado, nosso préoximo passo ¢ criar uma superposicao igual de todos os quatro possiveis

elementos.

4Para fins didaticos, apenas para o estado |11) serd realizado por completo todo o desenvolvimento
matematico necessario.



Para realizarmos isso, aplicamos a porta Hadamard em ambos os qubits:

\‘Ifl>={\}§[

V1) = (H© H)[Wo)

1 -1

1 1
&

o o o

—
— =
I~
—_

-
———
o O o =

1
W) = 5

—_ = =

—

—_ = =

|W1) =

1
2

(100) +101) 4+ [10) 4 |11))

Para fins de praticidade, deixamos aqui:

(H®H):;

1
1
1
1

1
-1
1
-1

1 -1
—1
-1 1

o o o
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(52)

Em seguida, aplicamos a porta Hadamard no primeiro qubit e nao alteramos o

segundo:

\‘1’2)2{\}5[

(Vo) = (HO ) = [W1)

1 0
1 1 0 1 01
® A — Yoy = ——
—-1| |0 1 }‘ ) T2) 2v2 (1 0
0 1
.
Wy = N = ) = L (j00) + jo1))
2) — —F#—= 2) — —F—=
V2 |0 V2
0

—_ = =
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Novamente, por questoes de praticidade, deixamos aqui:

10 1 o0
1101 0 1
HoI) = — 53
( )\/510—10 (53)
01 0 -1

Agora, aplicamos um CNOT, onde o qubit de controle é o segundo qubit e o qubit

alvo, o primeiro:

1

|\113>:CNOT|\I/2> — |\I/3>:CNOT[ 5

(100) + |01>>]

S

1

|W3) = 7

(100) +11))

Aplicamos novamente a porta Hadamard no primeiro qubit e a porta identidade

no segundo. Utilizando Eq. 53:

10 1 o] [1]
tlo1 0o 1/lo
\114:H®] \113 — \1’427
Wy) = (H®I)|¥3) |>210_100
01 0 —1|]1
—
111 1
|\I’4>=§ . = I‘I’4>25(\00>+|01>+|10>—\11>)
1

Note que marcamos o estado |11) requerido. Logo, a sequéncia de operacao
(H CNOT H) foi nosso oraculo! Continuando, aplicamos a porta Hadamard em ambos

os qubits. Utilizando Eq. 52:

Us) = (He M) — %)=

—_ = =




69

W= 3| | = W)= (100)+]01) +[10) ~ 1)

—
DN | —

Em seguida, aplicamos a porta Pauli Z em ambos os qubits:

We) = (Z®2)|Vs5)

1 1 0 0 0|1
1{{1 o0 1 0 1 110 =1 0 o1
|We) = = ® — V) ==

210 -1 0 —1 1 210 0 -1 0|1
-1 0 0 0 1|/[|-1

T

1|-1 1
|\116>=§ i — |\116>=§(|00>—|01>—|10>—|11>)
-1

O préximo passo é aplicar a porta Hadamard no primeiro qubit e a porta

identidade no segundo. Novamente, utilizando Eq. 53:

1 0 1 0 1
1 01 O 1 —1

Ur)=(HRI) V) = [U7)=—¢
U7 = (H & 1)) e I
01 0 -1 —1

—
o= T = e = o+ 10))
EARNGR I LG
0

Para o proximo passo, atuamos novamente a porta CNOT, com o primeiro qubit

sendo o alvo e o segundo qubit o de controle:

Tg) = CNOT [W7) =  |Tg) = CNOT | — (—|01) + [10))

Sl -

[Ws) = —= (= [11) +[10))

Sl
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Para a nossa peniltima interacao, aplicamos H ® I no estado:

10 1 o0
110 1 0 1
(o) = (H®I)[Ts) \)210_101
01 0 -—-1|1|-1
_1_
1(-1 1
Ba =5 | [ = 1) = 5 (00) = j01) = 10)+11)
1

Para finalizar as interacoes, atuamos H ® H:

111 -1 1 —-1|]|-1
Vi) =(HR H) V) = [¥19)=-
w0 ) ws) e N |

1 -1 -1 1|1

CN H CN H H

Figura 38 — Circuito completo realizada no software Q-kit para o estado |11).

Observe que, a partir de |Us5) até |¥ig), temos o circuito correspondente ao
diffuser. Ou seja, reduzimos a probabilidade de encontrar os estados nao requeridos

(|00),|01),|10)) e aumentar a probabilidade de encontrar o estado requerido, |11).
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Realizando a medicao do estado final no software, encontramos a distribuicao na
Figura 38. Além do estado final, vocé pode verificar o estado em qualquer momento do
algoritmo apenas selecionando run simulation no programa e escolhendo o estado que
deseja verificado. Note que apenas uma iteracdo completa do algoritmo de Grover é
necessaria para encontrar uma amplitude de 100% para o estado |11) desejado. Para
maiores valores de qubit, a iteracao deve ser repetida varias vezes consecutivas. Os
trés estados restante, [00),[01),]10) podem ser construidos seguindo a mesma iteracao

conforme discutido na secao 2.9.4. Os passos para os outros trés estados encontram-se em
Apéndice A.

| Stage: 11 = [m} x

Figura 39 — Medicdo do estado final realizada no programa.
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3 CONCLUSAO

Aprender os principios béasicos e postulados da mecanica quantica no contexto
da polarizacdo de fétons, em contraste de muitos livros de graduacao que introduzem
o experimento de Stern-Gerlach, demonstra uma forma mais intuitiva e simples de se
apresentar a mecanica quantica, ideal para leitores pouco familiarizados com a area. Com
isso, desenvolvemos alguns dos principais postulados da mecanica quantica, sendo esses
postulados os principios fundamentais que formam a base da mecanica quantica e observar
o carater probabilistico dessa teoria.

Com as ideias principais da mecanica quantica em mente, o desenvolvimento de
circuitos quanticos e computacao quantica deixam de ser intimidantes. Todos os conceitos
trabalhados com a polarizacao podem ser observados como analogias: superposicao de
estado, operadores, probabilidades de colapso do estado quantico. As portas légicas
quanticas, como as matrizes de Pauli, matriz identidade e a porta hadamard, sao andlogas
aos operadores vistos na polarizacdo. Para encerrar a sequéncia didatica, aplicamos todo
o conhecimento em um exemplo envolvendo dois qubits, resultando em quatro estados
em superposicao, no algoritmo de busca quantica de Grover. Esse algoritmo é capaz
de realizar buscas em banco de dados nio estruturado com uma rapidez v/ N operacoes,
comparado ao computador classico onde seriam necessarias N.

Como indicacao, os leitores interessados em estudar a teoria quantica por meio de
outra abordagem, como os estados de spin de dtomos, poderao consultar o livro Quantum
Mechanics: A Paradigms Approach pelo autor David H. Mclntyre. Neste livro, vocé
encontrara toda a construcao basica da mecanica quantica por meio dos estados de spin
de atomos, que é uma propriedade intrinseca de particulas subatomicas descoberta por
Otto Stern e Walther Gerlach em seu famoso experimento totalmente quantico, conhecido
como “Experimento de Stern-Gerlach”.

Os desafios eventualmente observados podem ser devido ao ferramental
matematico complexo com qual a mecanica quantica é descrita, sendo necessario possuir
uma base sélida em algebra linear. Além, claro, da total abstracao dessa teoria. Por
fim, o trabalho atingiu seus objetivos de forma satisfatéria: fornecer uma construcao
didética técnica para o estudo da mecéanica quantica na abordagem de f6tons polarizados,
visando proporcionar uma melhor primeira impressao da computagao quantica, circuitos
e algoritmos quanticos. Desta forma, servindo como um material técnico introdutério

para a teoria quantica e computacao quantica.



1]

[10]
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APENDICE A - SOLUCAO DE OUTROS ESTADOS DA SECAO 2.9.6.

A.1 SOLUCAO PARA O ESTADO |00)

O diagrama completo do circuito quanto para este estado pode ser observado na

Figura 40.

H sY it H sX sX H

H ShY) H CN H it H sX H CN H Sh% H

Figura 40 — Circuito completo realizada no software Q-kit para o estado |00).

Considerando o estado inicial sendo |00):

[Wo) = |00)

V1) =(HOH) W) = \‘If1>=;(|00>+!01>+!10>+\11>)

Wg) = (Y RY)[¥1) = !‘1’2>=;(—!00>+\01>+\10>—!11>)

V3) = (IR H) V) = [W3) = —=(=1[01) +[11))

Sl

[Wy) = CNOT|¥3) — [Wy) = —=(=101) +[10))

Sl




(W5) = (I @ H)[Vyg) =

[W5) = 5(=100) +]01) +[10) + |11))

[We) = (Y @Y)|¥s5) ==

[We) = 5~ 100) +101) +10) + |11))

V7) = (HOH)[Vg) =

[wz) = 5(100) —[01) ~ [10) ~ |11))

[Us) = (X ®@X)|¥7) —

[Ws) = 5~ 100) —01) ~ [10) +[11)

Vo) = (I @ H)[¥s) =

[Wo) = —=(—100) —[11)

Sl

|\1110> = CNOT|\I/9> -

[W10) = —=(—100) —[10)

Sl

W11y =(I®H)|V1p) —

W11 = 5~ [00) ~ [01) ~10) — 1)

[W12) = (X ®@X)[¥11) =

W12) = 5 (=100} = 01) — |10} |11)

[W13) = (H® H)[P12)

— [W13) = —[00)

Nao se preocupe quanto ao sinal negativo. O objetivo é obter uma probabilidade

maior de encontrar o estado. Ao efetuarmos a medicao (tomar seu médulo quadrado) o
sinal negativo serd irrelevante.
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A2 SOLUQAO PARA O ESTADO |01)

O diagrama completo do circuito quanto para este estado pode ser observado na

Figura 41.

{ { sX { 3

Y sz M

H

Figura 41 — Circuito completo realizada no software Q-kit para o estado |01).

Considerando o estado inicial sendo |00):

o) = [00)
W)= (He H)Wo) = ||9) = £(J00) +]01) +10) + 1)
W)= (YOIT) = |[Ta)= 5(~[00)~[01) +[10) +]11))
Vo) = (TOM¥) = |[¥5) = J(=[00) +10)
Vi) = CNOTIW) = || W) = 5(=[00) +11)
U= (@MW) = W)= £ (~]00) ~[01) +]10) ~ 1)

Vo) = (Y @I)|¥5) = [We) = ;(|00>—|01>+|10>+|11>)




|W7) = (H®H)|Vg) =

[Ws) = (X ®X)|¥r) =

Vo) = (I ®H)|¥s) =

’\1110> = CNOT|\I’9> ——

’\1111>:([®H)“I/10> -

[We) = 2 (100) +]01) ~ [10) + 1)

[Ws) = 5 (100) ~ [01) +[10) + 1)

1

W) = —=(101) +10)
W) = j§<|01>+rn>>

[W10) = 5 (00} 01} +[10) 1)

Vi) = (X @ X)[¥1y) =

|W19) = ;(— |00) + |01) — |10) 4 |11))

(W13) = (H® H)[¥19)

(W14) = (Z®@ Z)|V13)

— ‘\1113> :—|01>

— |\1113> = |01>

7
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A.3 SOLUQAO PARA O ESTADO [10)

O diagrama completo do circuito quanto para este estado pode ser observado na

Figura 42.

H H sX sX H 57

M

H Bt H CN H Sii H sX H CN H sX H

Figura 42 — Circuito completo realizada no software Q-kit para o estado |10).

Considerando o estado inicial sendo |00):

[Wo) = |00)

V1) =(HOH) W) = |‘1’1>=;(|00>+|01>+!10>+|11>)

Vo) =(I@Y)[¥1) = (W) = ;(—!00>+!01>—\10>+!11>)

W3) =([@H)[Us) = [W3) = —=(=101) —[11))

S8

W)= ONOT|Us)  —  ||W3) = —=(~[01) — [10))

S

Vs) =R H)[Vs) = [Ws) =;(—|00>+|01>—|10>—|11>)

W)= (@Yl = |[W) = 5(100) +]01) — 10} + |11))




|W7) = (H®H)|Vg) =

[Ws) = (X ®X)|¥r) =

|Wo) = (I @ H)[¥s) =

“Iﬂo) = CNOT’\I/9> ——

’\1111>:([®H)“I/10> -

[We) = 2(100) ~ [01) +[10) + 1)

[ws) = 5(100) +]01) ~ [10) + 1)

W5} = —=(100) — 1))

W10} = —=(100) — [10))

W11} = 5 (00} +[01)  [10) 1)

Vi) = (X @ X)[¥1y) =

[W11) = 5(~100) — 01} +[10) +]11))

(W13) = (H® H)[¥19)

(W14) = (Z®@ Z)|V13)

— ‘\1113> :—|10>

- |W14) =[10)
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