UNIVERSIDADE ESTADUAL DO CENTRO-OESTE

CRISTHIAN GEAN BATISTA GUIMARAES

ESTUDO DE MECANICA QUANTICA VIA FOTONS
POLARIZADOS: UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O
ENSINO DE TELETRANSPORTE QUANTICO

GUARAPUAVA
2024



CRISTHIAN GEAN BATISTA GUIMARAES

ESTUDO DE MECANICA QUANTICA VIA FOTONS POLARIZADOS:
UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
TELETRANSPORTE QUANTICO

Study of Quantum Mechanics via polarized photons: a didactic sequence for
teaching Quantum Teleportation

Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC)
apresentado ao Departamento de Fisica, da
UNICENTRO, para aprovacao no curso de
graduacao em Licenciatura em Fisica.

Orientador:  Paulo José dos Reis.

GUARAPUAVA
2024



Universidade Estadual do Centro-Oeste - UNICENTRO
Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

DEPARTAMENTO DE FiSICA

TERMO DE APROVAGAO

Membros da Banca Examinadora aprovaram a monografia do Trabalho de
Conclusao de Curso em Licenciatura em Fisica, do académico(a): Cristhian
Gean Batista Guimaréaes, apresentada ao Departamento de Fisica do Centro
de Ciéncias Exatas e Tecnologia, da Universidade Estadual do Centro Oeste,
UNICENTRO,

Em: 0\ de _ o GO __de 2024

Banca Examinadora:

& )

Presidente: PAULO/JOSE DOS REIS

__ il

ARDO VICENTINI

Ruali O S Koals

Membro: RENATO AKIO IKEOKA




A meus pais.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a minha familia, meus pais Osmar e Edite, e
a0s meus irmaos, por sempre me apoiarem e tornarem essa conquista
possivel.

Agradego aos professores do Departamento de Fisica, em especial ao
professor Paulo José dos Reis, por todo o conhecimento passado
durante os anos da graduagao, a orientacao da iniciagao cientifica e do
TCC.

Nao poderia deixar de agradecer também ao GPET-Fisica, um grupo
no qual me identifiquei e o qual me ajudou a evoluir profissional e
pessoalmente.

Por fim, agradeco a todos os amigos e colegas do curso. Em especial
ao Joao, a Ana, ao Winicius e a Eloise pelos bons momentos, as

conversas no intervalo das aulas e as piadas internas.



“Nobody ever figures out what life is all about, and it doesn’t
matter. FExplore the world. Nearly everything is really interesting
if you go into it deeply enough.”
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RESUMO

GUIMARAES, C. G. B. Estudo de Mecéanica Quantica via fé6tons polarizados:
uma sequéncia didatica para o ensino de Teletransporte Quantico. 2024. 63 f.
( em ) — Universidade Estadual do Centro-Oeste, GUARAPUAVA, 2024.

A Mecénica Quéantica (MQ) estuda fendmenos fisicos que ocorrem em escalas atémicas e
moleculares. A Computagao Quantica é uma area derivada da MQ que utiliza fenémenos
quanticos para o processamento e transmissao de informacao. Dentre eles esta o Teleporte
Quéantico. Atualmente existe uma caréncia de materiais de divulgacao sobre MQ, e o seu
estudo por meio de f6tons polarizados é vantajoso, pois trabalha com um niimero reduzido
de graus de liberdade. Este projeto teve como objetivo desenvolver os fundamentos da
MQ através do estudo de fétons polarizados individuais, e entao aplica-los ao estudo da
Computacao Quantica. Foram realizadas pesquisas nas principais obras da literatura
acerca dos temas em questao, e estas serviram de base para estruturar uma sequéncia
didatica que envolve a MQ, a Computacao Quantica e o teleporte quantico. Verificamos
que essa abordagem oferece facilidades por nao envolver conceitos avancados de Fisica
Moderna, além de permitir a introducao a M(Q sem prejuizos ao entendimento de seus
conceitos fundamentais.

Palavras-chave: Polarizagdo, Superposicao, Emaranhamento, Portas Lobgicas,
Computacao Quantica.
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ABSTRACT

GUIMARAES, C. G. B. Study of Quantum Mechanics via polarized photons: a
didactic sequence for teaching Quantum Teleportation. 2024. 63 f. ( em ) —
Universidade Estadual do Centro-Oeste, GUARAPUAVA, 2024. Titulo original: Estudo
de Mecanica Quantica via fétons polarizados: uma sequéncia didatica para o ensino de
Teletransporte Quantico

Quantum Mechanics (QM) studies physical phenomena that occur at atomic and
molecular scales. Quantum Computing is an area derived from QM that uses quantum
phenomena for the processing and transmission of information. Among them is Quantum
Teleportation. Currently, there is a lack of promotional materials on MQ, and its study
using polarized photons is advantageous as it works with a reduced number of degrees of
freedom. This project aimed to develop the fundamentals of QM through the study of
individual polarized photons, and then apply them to the study of Quantum Computing.
Research was carried out in the main works of literature on the topics in question, and
these served as the basis for structuring a didactic sequence involving QM, Quantum
Computing and quantum teleportation. We found that this approach offers facilities
as it does not involve advanced concepts of Modern Physics, in addition to allowing
the introduction to QM without compromising the understanding of its fundamental
concepts.

Keywords:  Polarization, Superposition, Entanglement, Logic Gates, Quantum
Computing.
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1 INTRODUCAO

A mecénica quantica (MQ) é uma drea do conhecimento desenvolvida a partir
do século XX que trata de fendmenos em escalas atomicas e moleculares. Essas escalas
de tamanho nao sdo acessiveis a nossa experiéncia cotidiana como acontece com a fisica
classica, a qual estuda os fendmenos macroscopicos (Nussenzveig, 2014). A fisica cléssica
nos é intuitiva, os seres humanos e todos os animais evoluiram utilizando-a exaustivamente

para a propria sobrevivéncia; isso, porém, nao se aplica a MQ (Susskind e Friedman, 2014).

No mundo atual a MQ estd presente em muitas tecnologias sem nos darmos
conta. Alguns exemplos sao os SSDs (Solid State Drive), que armazenam dados com base
no fenémeno do tunelamento quantico (Loos, 2020), os transistores, os lasers, os relégios
atdmicos, entre muitos outros (Rodrigues, 2014). Além disso, estima-se que um tergo
do produto interno bruto (PIB) mundial esta relacionado direta ou indiretamente a MQ

(Applications. . ., 2022).

A computagdo quantica é uma area derivada da MQ. Em 1965, o engenheiro
Gordon Moore, da empresa International Business Machine (IBM), observou que o
tamanho dos transistores, que representam um bit de informacao, estavam ficando cada
vez menores, ao passo que a velocidade do processamento de informacao aumentava. Isso
implicaria que em algum momento o limite de um bit por atomo seria atingido. Nessa
escala de tamanho, era natural pensar que a MQ teria uma influéncia significativa. Esse
foi um passo importante para o surgimento da teoria da informacao quéntica (Nielsen e
Chuang, 2010).

Na década de 1970, foi idealizado o algoritmo de Solovay-Strassen, que usava a
aleatoriedade para determinar se um nimero era primo ou composto. Esse algoritmo
nao dizia, com certeza, se um numero era primo ou nao, mas dava uma probabilidade.
Na época, porém, nao existia um dispositivo deterministico capaz de fazer esse processo.
Em 1982, Richard Feynman demonstrou que sistemas quanticos poderiam ser simulados
em computadores quanticos. Desta forma, em 1985, David Deutsch se questionou se seria
possivel construir uma maquina de Turing usando as leis da fisica e tivesse comportamento
probabilistico, formalizando assim a ideia de um computador quantico (Nielsen e Chuang,
2010).

A computacdo quantica pode ser usada para explicar um dos fendomenos mais

impressionantes da MQ: o teletransporte (ou teleporte) quantico. Este é um fenémeno
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no qual a informacao quantica de um sistema é transmitida para outro sistema, sem
que exista um canal quantico de comunicagao entre eles. O teletransporte quantico foi
proposto em 1993 por Charles Bennett e colegas (Bennet et al., 1993). Posteriormente,
em 1997, foi demonstrado experimentalmente por Anton Zeilinger e sua equipe utilizando

um par de fétons emaranhados (Bouwmeester et al., 1997).

Neste trabalho, pretende-se estruturar uma sequéncia didatica para o ensino de
computacao quantica e do teleporte quantico. O desenvolvimento dos principios basicos da
MQ serao feitos por meio de fétons polarizados, o quais sdo vantajosos, por apresentarem
um ndimero reduzido de varidveis (Nussenzveig, 2014). A computacdo quantica serd
apresentada segundo importantes obras da literatura (Nielsen e Chuang, 2010; Wong,

2022), na medida em que serd importante para a compreensao do teleporte quantico.
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2 FUNDAMENTOS DA MECANICA QUANTICA

2.1 DUALIDADE ONDA-PARTICULA

No inicio do século XX ja se sabia que a luz tinha comportamento dual: onda
e particula. A luz obedece principios da ondulatéria, como interferéncia, difracao e
polarizacdo, mas com o desenvolvimento do Efeito Fotoelétrico e do Efeito Compton,

em 1922, seu caréter corpuscular também foi confirmado (Tipler e Llewellyn, 2014).

Em 1924 Louis de Broglie sugeriu a hipdtese de que particulas com massa também
teriam comportamento ondulatorio. Davisson e Germer confirmaram essa ideia em
1927 ao produzirem figuras de interferéncia com um feixe de elétrons, sendo um passo
importante para o desenvolvimento da teoria quantica (Tipler e Llewellyn, 2014). Uma,
forma de apresentar este problema é por meio do experimento da dupla fenda de Thomas

Young.

2.1.1 Experimento de Young com Ondas Classicas

Consideremos ondas classicas como ondas macroscopicas se propagando num
meio. A fonte emissora F é pequena o suficiente para ser considerada pontual e as ondas
serem coerentes (duas ondas originadas na fonte terem a mesma fase ¢). Essas ondas
incidem sobre uma parede com duas fendas e sdo detectadas em um anteparo O (Figura
1) (Nussenzveig, 2014).

A intensidade J da onda detectada no anteparo depende da configuracao das
fendas. Se apenas a fenda 1 estiver aberta, a intensidade sera dada por Ji(z). O mesmo

se aplica para a fenda 2, com

Jj(@) =lei* (=1,2), (2.1)

sendo p(z) a amplitude da onda e x um ponto no anteparo. Se as duas fendas estiverem
abertas, as ondas sofrerdo interferéncia construtiva e destrutiva em determinados pontos

do anteparo. A intensidade observada serd dada por
312(56) = ’901 (l‘) + g02($)‘2 =J1+To+24/TF1Tocos (¢2 — (bl), (2.2)

onde ¢g — ¢1 é a diferenga de fase entre as ondas (Nussenzveig, 2014).
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4»11‘»]2 4’112

Figura 1 — Experimento de Young com ondas classicas. Adaptado de Nussenzveig
(2014). Um simulador para este experimento pode ser acessado em: https://phet.
colorado.edu/pt__ BR /simulations/wave-interference.

Algumas consideragoes: se J; = Jo =7, a intensidade Ji2 pode variar de 0 a 47;
se uma das fendas for fechada, a intensidade num ponto x pode tanto aumentar quanto
diminuir conforme o tipo de interferéncia; a intensidade no anteparo responde de forma

continua a variagoes graduais na intensidade da fonte (Nussenzveig, 2014).

2.1.2 Experimento de Young com Particulas Classicas

Supondo agora que um canhdo dispare particulas em diregdes aleatdrias no
sentido da fenda dupla, com uma taxa constante de disparos. Um detector D registra
a probabilidade P(x)dx de encontrar uma particula entre x e x + dz no anteparo (Figura
2). Quando apenas a fenda 1 ou a fenda 2 estd aberta, a distribuicdo de particulas

encontrada é Pi(z) e Pa(z), respectivamente (Nussenzveig, 2014).

As particulas nao se fragmentam e cada uma passa somente por uma fenda,
caracterizando eventos independentes. Quando as duas fendas estdo abertas, a
distribuicao observada é

P12 = P1(z) +Pa(z). (2.3)

Se uma das fendas for fechada, P12 ird diminuir. Sendo as particulas disparadas uma a
uma, dado tempo suficiente, a distribuigao observada se aproxima da Equagao (Eq.) 2.3

(Nussenzveig, 2014), representada na Figura 2.


https://phet.colorado.edu/pt_BR/simulations/wave-interference
https://phet.colorado.edu/pt_BR/simulations/wave-interference
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P = P ——» P2

Figura 2 — Experimento de Young com particulas classicas. Adaptado de
Nussenzveig (2014).

2.1.3 Experimento de Young com Elétrons

O experimento da dupla fenda com elétrons foi realizado por Tonomura et al.
(1989), onde elétrons foram direcionados a uma fenda dupla e detectados sobre uma
chapa. A Figura 3 mostra a evolugao da distribui¢ao na chapa com o nimero de elétrons
disparados. Os elétrons eram enviados um a um, e somente um nimero inteiro deles eram
registrados. A figura observada na placa mostra que a distribui¢do dos elétrons obedece
um padrao de interferéncia (comportamento ondulatério), mesmo que as propriedades
iniciais fossem de particulas. A conclusdo é de que os elétrons nao sao nem particulas

classicas, nem ondas classicas, mas apresentam propriedades de ambas (Nussenzveig,
2014).

Por analogia ao caso da interferéncia de ondas classica, pode ser inferido que
existe uma fun¢ao de onda W(x) tal que, se ¥;(x) (com j=1,2) é o seu valor quando a

fenda j estd aberta, a distribui¢do Pio(z) serd
Pra(z) = |V (z) + \112(1’)|2. (2.4)

Uy (x)+ Wo(x) representa a superposicao entre as duas ondas (Nussenzveig, 2014).
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Figura 3 — Experimento de Young com elétrons. A contagem do niimero de elétrons
é: (a) 10, (b) 200, (c) 6000, (d) 40000 e (e) 140000. Retirado de Tonomura (2005).

2.1.4 Interpretagao Probabilistica

A funcao de onda ¥(z) estd associada a natureza ondulatéria das particulas, que

apresentam comprimento de onda A dado pela relacao de de Broglie

A=h/p,

sendo h a constante de Planck e p o momento. Essa é a funcao de onda de Schrodinger
das ondas de de Broglie, e sua interpretacao fisica é uma amplitude de probabilidade: a

probabilidade de encontrar a particula entre z e x+dx é
P(x)dr = |V (z)|*dz. (2.5)

Essa relagdo é conhecida como regra de Born (Nussenzveig, 2014).

Assim, a amplitude de probabilidade pode se propagar e interferir como ondas.
De acordo com Nussenzveig (2014), “ninguém conseguiu explicar por que a natureza
funciona dessa forma”. A interferéncia observada no experimento de Young com elétrons
é incompativel com a ideia de que o elétron tem que passar por apenas uma fenda.

Além disso, experimentos para detectar por qual das fendas os elétrons passam destroem
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o seu comportamento ondulatério. Isso nao é uma limitacdo experimental, mas uma

propriedade intrinseca da natureza.

2.2 POLARIZACAO DA LUZ

A luz é uma radiacao eletromagnética formada pela oscilagao de campos elétricos
e magnéticos, sendo o campo elétrico o principal responsavel pela intensidade da luz.
Os campos, por sua vez, sao formados por ondas transversais que, em geral, nao tém
uma direcao preferencial para a oscilagao; neste caso, o campo elétrico oscila em todas as

diregoes, e chamamos essa luz de nao polarizada (Young e Freedman, 2016).

Existem materiais com caracteristicas fisicas especificas que podem filtrar o
campo elétrico em apenas uma direcao de oscilacao. Eles sao feitos de substancias que
contém moléculas muito finas e longas, todas orientadas na mesma dire¢ao, de forma que
as componentes do campo elétrico ortogonais a esta dire¢ao sao absorvidas. Tais materiais

sao chamados de filtros polarizadores (Polarizacao. .., 2006; Young e Freedman, 2016).

A Figura 4 ilustra o processo no qual um feixe de luz inicialmente nao polarizada
passa por um filtro polarizador com direcao 6 em relacao ao eixo x, ficando linearmente
polarizada nesta direcao. Um filtro idéntico ao primeiro, orientado na diregao ¢, age como

um analisador que detecta a polarizagdo da luz (Nussenzveig, 2014).

]

X

(@) 60

© %)

Y 4

(b)

(d)

Figura 4 — Polarizacao linear: (a) luz nao polarizada; (b) filtro polarizador; (c)
luz linearmente polarizada na diregao 0; (d) filtro analisador; (e) luz linearmente
polarizada na direcdo ¢. Adaptado de Young e Freedman (2016) e Nussenzveig
(2014). Um simulador pode ser acessado em: https://ophysics.com/13.html.*


https://ophysics.com/l3.html
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2.2.1 Vetor Polarizacao

O campo elétrico E é uma onda transversal, que oscila perpendicularmente a
direcao de propagacao. Sendo z a direcdo de propagacao e t o tempo, E pode ser

representado pela equagcao

—

E(z,t) = Ey(z, 1)+ Ey(2,1)7, (2.6)

sendo T e § os vetores unitarios das duas componentes ortogonais. Para um feixe
monocromatico, de frequéncia w e numero de onda k, podemos escrever suas duas

Componentes COmao:

Ey(z,t) = Eycos (kz —wt+ ¢z), @)
Ey(z,t) = Eycos(kz —wt+¢y). .

sendo F, e E, amplitudes. Ambas possuem mesmo w e mesmo k, porém suas fases ¢, e

¢y podem ser diferentes (Polarizacao. .., 2006).

Substituindo a Eq. 2.7 em 2.6 temos
E(z, t) = Epcos(kz —wt+ @)t + Eycos (kz —wt + ¢y)7.
Com a adigdo de uma parte imaginaria, o anterior pode ser reescrito como

E(2,t) = R{Ey [cos (kz — wt + ¢y) +isin (k2 —wt + ¢;)] &
+ Ey [cos (kz —wt+ ¢y) +isin (kz —wt + ¢y)] 7},

em que R significa tomar a parte real. Com a férmula de Euler, e'* = cosx +isinx:

—

E(Z,t) - R {Ewei(kz—wt—i—qﬁm)@ + Emei(kz—wt—i—gzﬁy)g} :

—

E(z,t) = R[(Epi + Byel (=) g)eilhemetton)], (2.8)
Escrevendo a amplitude

E=\[E2+E},

—

P = ai +be'®j (2.9)

o vetor

(com a=FE,/E, b=FEy/E e ¢ = ¢y — ¢;) e escolhendo ¢, =0, a Eq. 2.8 pode ser
simplificada em (Polarizagdo. .., 2006):

E(z,t) = ER| Peih=1)]. (2.10)
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Na Eq. 2.10 P identifica-se como o vetor polarizacao, em que ¢ é a diferenca de
fase entre as componentes x e y, podendo assumir valores entre 0 e 27. Sendo a,b > 0
e a®>+b> =1, é possivel definir um angulo € ente 0 e 7/2 tal que o vetor polarizagao se
torna

P(0,¢) = cosOz +sinfe®y. (2.11)

(Polarizagao. . ., 2006).

2.2.2 Polarizacao Linear, Circular e Eliptica

Dependendo dos valores de # e ¢ na Eq. 2.11 o campo elétrico apresenta diferentes
comportamentos durante sua propagacao a medida que t varia. Esses casos sao analisados

a seguir.

1. Polarizacao linear: Acontece para ¢ =0 ou m, e 6 qualquer. Nesse caso o

vetor polariza¢ao e o campo elétrico ficam:

—

P = cosf1 £sin by, (2.12)

—

E(z,t) = Ecos (kz —wt)P. (2.13)

Percorrendo o eixo z em um instante de tempo fixo, o campo FE varia periodicamente sua
amplitude entre £F sem variar sua diregdo (a mesma de P). Este é o caso ilustrado na
Figura 4. Em particular, se § =0, P é paralelo ao eixo = (polarizagdo horizontal), e se

0=m/2, P ¢ paralelo ao eixo y (polarizagao vertical) (Polarizacao. .., 2006).

2. Polarizagao circular: Com ¢ = +7/2 e § = 7/4, o vetor polarizagao e o
campo elétrico ficam:
- 1
P=——(i+i)), 214
\/5( 7) (2.14)

Fe,t) = L [cos (kz — wt) T sin (k= — wi)g]. (2.15)

V2

Isso descreve a equagao paramétrica de um circulo. Observando um plano xy fixo, na
direcao de propagacio da onda, o campo elétrico percorre um circulo de raio £/1/2 com
velocidade constante a medida que t varia. Define-se como polarizacao circular horaria,
]3@, se ¢ = —7/2, e anti-horéria, 130, se ¢ =7 /2 (Polarizagao. . ., 2006). O comportamento

dos vetores para cada caso é mostrado na Figura 5.

3. Polarizacgao eliptica: acontece para o caso mais geral, onde 8 e ¢ assumem

quaisquer valores dentro dos intervalos citados anteriormente.
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Figura 5 — Polarizacdo circular horaria (a) e anti-horaria (b). Adaptado de
Nussenzveig (2014).

2.2.3 Decomposicao da Polarizacao em Bases Ortonormais

A partir da Eq. 2.11 todos os vetores de polarizagdo podem ser escritos como
combinagao linear de polarizagoes nas componentes x e y. Em particular, uma onda plana
monocromatica pode ser escrita em termos da combina¢ao de uma polarizagdo circular
horéria com uma anti-hordria (Polarizagao. .., 2006; Nussenzveig, 2014). Antes disso ser

provado, relembremos algumas definigoes da dlgebra linear (Strang, 2009):

A. Dependéncia linear: um conjunto de vetores v1,...,7, € linearmente

independente se a combinacao
T101 + T + - - - + Tty = 01 (2.16)

acontece somente quando todos os z’s sao iguais a zero.

B. Base: A base de um espaco vetorial é uma sequéncia de vetores linearmente
independentes que geram esse espaco. Por exemplo, o espaco R? é gerado pelo conjunto

de vetores (1,0) e (0,1).

C. Base ortogonal: uma base é ortogonal se o produto interno entre pares de

vetores distintos dessa base é igual a zero.

U;-U;, =0 Vi#j. (2.17)
Para vetores complexos, o produto interno define-se como:

o = (8)" - 5, (2.18)
onde (0;)* é o complexo conjugado de v;.

D. Base ortonormal: ¢ uma base que, além de seus vetores serem ortogonais,

INeste caso, 0 representa o vetor nulo, um vetor cujas componentes sio todas iguais a zero (Strang, 2009).
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sao unitérios.

T =1 i=1,2,3,-. (2.19)

Voltando a polarizagdo, os vetores ]30 e 15@ sao escritos como (Eq. 2.14):

— 1
) \? (2.20)
Py=—(Z—1y
O \/5( y)
Resolvendo o sistema para & e § temos:
i— L (B.4+P)
T=—7=10 O)s
\? (2.21)
i= (P ).
Substituindo na Eq. 2.11:
P(0,¢) = 7 [PO(COSQ —sinfe?) + P (cos +sin 96“’5)} : (2.22)

Isso corresponde a uma mudanca de base no espago dos vetores de polarizacao, um
espaco vetorial complexo de duas dimensdes. A Eq. 2.22 diz que qualquer polarizacao
pode ser escrita como uma combinacgao de polarizagoes circulares horéaria e anti-horaria

(Polarizagao. . ., 2006).

Para que Ps e P, formem uma base ortonormal, eles precisam obedecer as

relagoes 2.17 e 2.19. Verificando a ortogonalidade:

Py-ePry= (P Py = —=(2+if)) —= (2 +19) = 5(1+z‘2) =0 comi®=—1.

S

Verificando a unitariedade:
1/2 1/2
1 1 1
(34 (i—igj)] — [(1—1'2)} _1

NG
|O| O ct O \/5 9

O mesmo se aplica para 15@. Logo 13@ e ]3@ formam de fato uma base ortonormal
(Polarizagao. . ., 2006).

No caso geral, para cada ﬁ(&,qb) existe uma polarizacao ortogonal ﬁl(ﬁ,gb) que

satisfaz

P(0,¢)-. P-(0,¢) =0. (2.23)
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Qualquer vetor P pode ser escrito como uma combinacao linear
P =aP(0,6)+bP(0,9), (2.24)

onde a e b s@o coeficientes, em geral, complexos (Polarizacao. .., 2006).

Nesse contexto, a polarizacao linear representada pela Eq. 2.12 é uma combinacao
linear de duas polarizagoes horizontal e vertical. Tomemos como exemplo 6 = /3,
representado na Figura 6. A componente & de P é a = cos (r/3) =1/2, e a componente ¢

é b=sin(7/3) = /3/2. Fazendo a razio a/b, § pode ser determinado:

a 1 2 1 1 T
b 23 3 tand arctanv/3 = 3
Yy
A
__________________ P
sinm/3

0=3

» T

cosm/3
Figura 6 — Decomposicao da polarizagao linear em componentes ortogonais para

0=m/3.

Esse exemplo mostra que razao a/b das amplitudes do campo elétrico em duas
diregbes ortogonais determinam a direcao de polarizagdo 6. Considerando também a
defasagem ¢, a polarizacao da luz pode ser inteiramente descrita por essas duas variaveis

(Nussenzveig, 2014).

2.2.4 Estados de Polarizagao e Vetores de Estado

Na Figura 7, uma onda de luz ¢ inicialmente preparada com polarizacao linear
na diregao 6. A luz passa entdo pelo analisador (que forma dngulo ¢ com z), e tem sua

intensidade reduzida conforme a lei de Malus:

— cos? (6 — ) (2.25)

S
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sendo J a intensidade final e Jy a intensidade inicial da luz (Nussenzveig, 2014).

X

Figura 7 — Luz com polarizagao linear na direg¢ao 6 passa por um analisador com
direcao ¢ e tem sua intensidade reduzida de Jg para J.

Em termos de fotons, a lei de Malus é interpretada como a probabilidade de que
um féton linearmente polarizado em 6 passe por um analisador em ¢ — nao pode passar
uma fragao de foton (Nussenzveig, 2014). Classicamente, o estado de um sistema pode
ser definido como toda a informacao que podemos saber sobre ele (Susskind e Friedman,
2014). Neste sentido, podemos afirmar que o estado quintico de polarizagao de um f6ton
fica bem definido quando sabemos a sua direcao de polarizagao linear. Com isso podemos
escrever

P(6,p) = cos? (0 — ), (2.26)

que representa a probabilidade de que um féton preparado em um estado de polarizagao
f passe por um analisador que identifica fotons com estado de polarizacao ¢. Para ¢ =0,
P =1. Para p =0+7/2, P=0. Para qualquer outro valor ndo é possivel predizer com

certeza se o féton passa ou nao pelo analisador (Nussenzveig, 2014).

Comparando a Eq. 2.26 com a Eq. 2.5,
cos(f — ) = cosfcosp+sinfsinp

¢ uma amplitude de probabilidade. Isso também pode ser escrito como uma multiplicacao

de matrizes (Nussenzveig, 2014):

cos(f — p) = cosf cos @+ sinfsin ¢

= (Cosgp singp) (COSG) .

sin 6
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Um estado geral de polarizacao é representado por um vetor coluna

&= (Cl> (2.27)
ca

e + e = 1 (2.28)

com

sendo a condi¢ao de normalizagao. Utilizando a notacao de Dirac, o estado de polarizagao

cosf
10) = <sm9) : (2.29)

(el = (cosip sing). (2.30)

Assim a Eq. 2.26 pode ser escrita em termos do produto escalar (bracket) definido por

linear 6 pode ser escrito como o ket

e o estado ¢ como o bra

esses vetores de estado (Nussenzveig, 2014):
P(0,0) = {l0) . (2.31)

Com essa notagao, a Eq. 2.27 é escrita como o vetor de estado |c)

o) = (Cl) , (2.32)
2

e (c| é obtido tomando o transposto complexo conjugado de |c):

(cl=le)" = (e ). (2.33)

O produto escalar escreve-se entdo como (Nussenzveig, 2014):

by ] ;

(alb) = (at a3 (b ) — alby + abby. (2.34)
2

Vale notar, ainda, que

((alb))* = axb} +agbs = (b7 b3) (1) = (bla). (2.35)

az

Com isso, pode ser definido como regra basica (Regra 1) que: o estado

quantico de polarizacao de um foton ¢é representado por um vetor de estado normalizado
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(Nussenzveig, 2014),

C
) = ( 1) . com {cle) = |1 +|eaf? = 1.

2

Em livros-texto, este é referido como o primeiro postulado da mecanica quantica, o qual
é desenvolvido utilizando as componentes de spin no experimento de Stern-Gerlach, ao

contréario de f6tons polarizados (Mclntyre, 2012; Sakurai e Napolitano, 2011),

2.3 OBSERVAVEIS

Na Fisica, observaveis sdo grandezas que podem ser medidas (como a polarizacao
linear de um féton) e que, necessariamente, assumem valores reais. A energia de um
foton também é um observavel, cujo valor pode ser qualquer nimero real > 0. Ja o
campo elétrico ndo é um observavel por abranger uma grandeza complexa (Nussenzveig,

2014).

2.3.1 Observacao binaria

Como citado anteriormente, uma fragao de fé6ton nao pode passar pelo analisador,
apenas fotons inteiros. Desta forma podemos codificar em linguagem bindria o que
acontece com o foton quando ele atinge o analisador: ele passa, “1” ou “sim”, ou ele
nao passa, “0” ou “nao”. O unico caso para o qual o resultado é com certeza “sim” é
quando o féton estd no estado de polarizagdo |p) (mesmo adngulo do analisador). Isso

caracteriza uma observagao binaria (Nussenzveig, 2014).

Assim, a Eq. 2.31 é interpretada como uma segunda regra basica (Regra 2):

P(0,0) = |{0lo) |

é a probabilidade que um féton preparado num estado de polarizacao |6) seja observado
com polarizacdo |¢) (que passe pelo analisador) em uma observagao binéria posterior
(Nussenzveig, 2014).

Consideremos A uma grandeza que pode tomar valores reais finitos ay,as, -, an,
e que existe apenas um estado quantico |e;) para o qual A toma o valor a; (j =1,2,--- ,n).
Uma observacdo binaria dird se A estd no estado |e;) ou ndo. Sendo ay o resultado da
observacao, se j = k a resposta é “sim”, e se j # k a resposta é “nao”. A partir da Regra

2, a probabilidade de que a medida de A resulte em aj é dada por
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(exlej) = djk, (2.36)

em que 9, representa o delta de Kronecker,

1, sej=k
Ojr = (2.37)
0, sej#k.

Isso significa que os estados |e,) formam um conjunto ortonormal de n vetores de estado

(Nussenzveig, 2014).

2.3.2 Valores Médios

Para um estado de polarizagao qualquer |u), o observavel A nao toma um valor
definido. Em geral, A tomard um dos valores a; ou ag, com respectivas probabilidades
P1 e P2 dadas por

Pr=[(erlu) [, Pa=]{ealu)|*. (2.38)

Apds um nimero muito grande de medigoes de A nesse estado, o resultado convergira

para o valor médio (ou valor esperado):
2
(A =2 Pja;. (2.39)
j=1
A partir da Eq. 2.38, o anterior é
& 2
(A =D ajl(ejlu) [*. (2.40)
j=1
Com a Eq. 2.35, o valor médio pode ser escrito ainda como (Nussenzveig, 2014):
2
(A)y = D_aj (ulej) (ejlu), (2.41)
j=1

onde foi usado | {e;fu) 2 = ({ej]u))* (e;lu) = {ule;) (e;lu).

2.3.3 Produto Externo

O produto externo dos vetores |a) e |b) é definido como a atuagao de |a) (b sobre

um vetor |u) qualquer:

(la) (b)) = {blu) |a). (2.42)
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O produto externo é um operador linear que atua sobre kets e resulta em outro ket. Ele

pode ser escrito em termos de seus vetores linha e coluna, cujo resultado é a matriz 2 x 2
(Nussenzveig, 2014):
a1by a1by
)= "1 T2 (2.43)
QQbT a2b§
Com isso podem ser definidos os operadores lineares:

IT; = lej) (el (2.44)

2
A:Eajnj, (j=1,2). (2.45)

O operador linear A estd associado ao observavel A. O valor esperado, Eq. 2.41, pode

ser escrito como (Nussenzveig, 2014):

2

Z (u| 11 |u)

(A), = (ul Alu). (2.46)

2.4 REPRESENTACAO MATRICIAL

Aqui serao apresentados novos operadores lineares e sua representacao matricial.
Partindo do principio basico de que o espaco dos vetores de estado de polarizacao do foton

tem dimensao 2, uma base ortonormal para ele é
<ei‘€j>:5ij, j:1,2.

Qualquer vetor |c) pode ser representado por uma combinagao dos vetores dessa base
(Nussenzveig, 2014):

lc) =c1le1) +calea). (2.47)

O exemplo mais simples para a base formada por |e1) e |ea) é (Nussenzveig, 2014):

le1) = ((1)) , lea) = (?) : (2.48)

2.4.1 Operador de Projecao

Multiplicando a Eq. 2.47 por (e;| pela esquerda, temos:
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(e1]e) = (e1]c1]er) + (er] ca |ez)
=cp(e1]e1) +ca(e1le2)

=C1.

De maneira analoga obtém-se
(ealc) = ca.

Com esses valores, a Eq. 2.47 escreve-se como
) = {e1]c) ler) +{erlc) |en) . (2.49)
Pelo produto externo (Eq. 2.42) temos

|€) = le) {exl|c) +le2) ezl |c) , (2.50)

e com a Eq. 2.44,
ley =111 |e) + T2 ]c) . (2.51)

Quando II; atua num estado |c), ele retorna a componente desse estado associada
ao vetor de base |ej):

I |c) = cjlej) - (2.52)
Por isso, II; ¢ chamado de operador de projegao. Esse operador obedece a relagao:
2
II; + 11, = Z|6j> <€j|:I, (2.53)
j=1

sendo Z o operador identidade (Nussenzveig, 2014). Essa é a chamada relagdo de
completeza, caracteristica fundamental das bases usadas na mecanica quantica junto da
ortonormalidade (Sakurai e Napolitano, 2011). No caso bidimensional, Z é representado

pela matriz identidade (Nussenzveig, 2014; Strang, 2009):

10
() 50

A Eq. 2.53 pode ser verificada usando a base da Eq. 2.48:

Iy + 1y = |e1) (ex| + |e2) (e2| = ((1)) (0 1)+ (;) (1 0)
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(-

2.4.2 Matrizes

Multiplicar um operador A por Z nao altera A (ZA = A), assim é possivel escrever
2 2 2 2
A=) lei) (el A lej) (el =D > lea) Aij (el (2.55)
i=1 j=1 i=1j=1

onde
Aij = (ei| Alej) (2.56)

¢ o elemento de matriz do operador A (Nussenzveig, 2014).
A partir disso, o operador A é representado pela matriz

(e1] Aler) <€1|f4|62>> _ <z411 /112) |

(2.57)
(e2| Aler) (ea] Alez) Agy Ay

A=Ay = (

|Aij|| é a matriz associada ao operador A (é a matriz que o representa) (Nussenzveig,
2014).

2.4.3 Operador Hermitiano

Tomando o transposto complexo conjugado na Eq. 2.57, obtém-se
Afp Ay
A5 = ( )
12 22

que é a chamada matriz conjugada hermitiana (ou matriz adjunta) de ||A;||. O operador
associado a essa matriz é o conjugado hermitiano de A, denotado por Af. Se um operador

obedece a relagao

AT=A (2.58)
ele é chamado de operador hermitiano (Nussenzveig, 2014).

Algumas propriedades dos operadores conjugados hermitianos sao (Nussenzveig,
2014; Mclntyre, 2012; Sakurai e Napolitano, 2011):

(AB)T = ATBT, (2.59)
(A+B)f = AT+ BT, (2.60)



(Bb))* = (b| BT, (2.61)
(ANT =4 (2.62)

Agora, com a representacao matricial do operador A, a Eq. 2.46 para o valor

esperado,

(A), = (ul Afu),

identifica-se como os elementos diagonais da matriz de A. O fato de um observavel ter de
ser um numero real implica que o valor esperado desse observavel deve ser igual ao seu

proprio complexo conjugado:
((ul Alu))* = (u| ATu) = (u] Alu), (2.63)

o que implica AT = A.

Desta forma é definida a Regra 3: “uma grandeza observavel A é representada
por um operador hermitiano A” (Nussenzveig, 2014). Na mecénica quéntica, todos os

operadores associados a observaveis fisicos sao hermitianos (Mclntyre, 2012).

2.4.4 Autovalores e Autovetores

Quando o operador A atua num estado |e;) qualquer, o resultado serd o préprio

estado multiplicado por um nimero a; (valores possiveis que o observavel pode assumir),

Alej) = ajlej) . (2.64)
Diz-se dai que |e;) é um autovetor de A e a; é o seu autovalor associado (Nussenzveig,
2014).

Temos entao as regras a seguir. Regra 4: os resultados possiveis das observacoes
de A sao os autovalores de A. Regra 5: os estados para os quais .4 assume, com certeza,

seus valores possiveis a; sdo os autovetores |e;) correspondentes de A (Nussenzveig, 2014).

Para que essas regras sejam validas, precisamos que os autovalores sejam reais.
Isso se mostra verdadeiro: seja |v) um vetor de estado e € um autovalor do operador A

nesse estado, entao
Alv) =¢€|v).

Aplicando (v| em ambos os lados e tomando o transposto complexo conjugado temos

(v] Afv) = e (vlv) =¢,
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(] AT |v) = &*.
Mas pela Eq. 2.63
(v Alv) = (v] AT o) — e =<7,

o que implica que € é um numero real. Logo, os autovalores de um operador hermitiano

Sa0 sempre reais.

Pela defini¢do do operador projecao (Eq. 2.44) e do operador linear (Eq. 2.45),

e usando os vetores da Eq. 2.48, temos que:

e H IR § [ R 4 R

A= (0;1 i) . (2.65)

Os autovalores a; sao os elementos diagonais da matriz do operador A (Nussenzveig,

2014).

2.4.5 Exemplo: Polarizacao Linear

A polarizagao linear de um f6ton na diregao 6 pode ser observada fazendo-o passar
por um filtro analisador alinhado na mesma diregao. Se o estado do f6ton for |6) ele com
certeza passa pelo analisador. Ja se seu estado for |6 4 7/2), ele ndo passa. Isso caracteriza

uma observagao bindria (Nussenzveig, 2014).

Um operador linear associado a este observavel pode ser escrito com as Equacoes
2.44 e 2.45:

Py=a1|0) 0|4+ az|0+7/2) (0 +7/2|,

com a; =1 e ag =0 sendo os valores que o observavel pode assumir, de forma que

sin
B cosZf cosfsinf
cosfsinf sinZ# '

Como esta nao é uma matriz diagonal, os autovalores desse operador sao

= (C?SZ) (cos@ sin9)
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determinados através do processo de diagonalizacao (McIntyre, 2012). Aplicamos Py

em um estado |¢) e o resultado deve ser o autovalor ¢ vezes |c).

Pyle) =¢|e)
(Py—e)[e) =0
|Pg—€| =0.

Devemos encontrar quais valores de € tornam o determinante da matriz Py —eZ nulo:
’Pg —eZ ‘ =0

cos?h —e cosfsinf

cosfsinf sin?h —¢

(cos?6 —e)(sin?f — ) — cos? Asin?H = 0
cos?0sin?0 — e cos? 0 — esin®f — cos2Osin?0 = 0
e2—c=0.

As solugoes sao € = 0,1, as quais sao os resultados do observavel polarizacao linear, como

esperado.

2.4.6 Exemplo: Momento angular do féton

Uma aplicagao para a teoria desenvolvida até aqui é o momento angular do
foton. A radiagao eletromagnética pode transferir tanto momento linear quanto momento
angular para elétrons. Isso foi verificado por R. Beth em 1936, quando fez incidir luz
circularmente polarizada sobre uma placa de um material birrefringente, e observou que a
placa entrava em rotagao em torno do eixo da dire¢ao de propagagao da luz (Nussenzveig,
2014).

O resultado é que (Nussenzveig, 2014): os valores do momento angular do féton
na sua direcao de propagagao sao quantizados e s6 podem assumir os valores J, = h, com
h=h/2m. Estes sdo os autovalores associados aos estados de polarizacao circular ﬁo e

FPr,. O operador associado ao observavel J, é

R 0 —i
Jzzh( )
t 0

J, s6 terd valores bem definidos na base dos estados ]3@ e 13@. Para um estado de

polarizacao linear |f) qualquer s6 é possivel predizer a probabilidade do resultado, que
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neste caso serd 50% para cada valor £h, e o valor esperado sera (.J.), = 0.

De forma geral, qualquer estado de polarizacao do féton pode ser escrito como
uma combinagdo dos estados de base de polarizacao circular. Isso caracteriza uma
superposicado quantica: nessa superposicao a probabilidade de encontrar +#A assume

valores intermedidrios entre 0 e 1 (Nussenzveig, 2014).

2.5 RELACAO DE INCERTEZA

Seja o observavel A e o operador A associado. O tnico caso em que a medida de

A leva a certeza de um resultado a é quando |a) é um autovetor de A. Para qualquer outro

estado |u) que nao seja um autovetor de A, o valor medido flutuard em torno do valor

médio (A). A flutuacao desse resultado é dada pelo desvio quadréatico médio (Nussenzveig,
2014):

(AA), = \/(42), = (4)7. (2.66)

u

Considerando agora um segundo operador hermitiano B, associado ao observavel

B, a relagao de incerteza ¢ definida como
1
(AA)W(AB), > S [([4,B)), (267)

sendo

[A,B] = AB— BA (2.68)

o comutador entre os operadores A e B, que pode ser calculado pela multiplicagdo usual

de matrizes. A Eq. 2.67 significa que, se A e B nao comutam,
A, B] #0, (2.69)

nao é possivel tornar pequenas, ao mesmo tempo, as flutuagoes em A e B (Nussenzveig,
2014).

A relacao de incerteza na mecanica quantica implica que a determinacao precisa e
simultanea de duas grandezas fisicas pode ser impossivel. A condigdo necessaria para que
dois observaveis sejam compativeis (possam ser medidos com precisdo, a0 mesmo tempo,
tendo uma base ortonormal comum de autovetores) é que eles comutem (Nussenzveig,
2014):

[A,B] =o0. (2.70)
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3 COMPUTACAO QUANTICA

3.1 BITS CLASSICOS

A informacao classica, utilizada nos computadores convencionais, é codificada
através dos bits classicos, que podem ser representados como os nimeros 0 e 1. O langar
de uma moeda é um sistema fisico que apresenta essa caracteristica binaria, pois s6 existem
dois resultados possiveis: a moeda cai com a face da coroa ou com a face da cara virada

para cima, com probabilidade de 50% para cada resultado (Wong, 2022).

Se temos duas moedas, existem 4 combinagoes (ou estados) possiveis de resultados

(designando H para cara e T para coroal):
HH, HT, TH, TT.

Como cada moeda tem dois estados possiveis, o sistema com as duas moedas tem 2 x 2 =
22 = 4 estados possiveis. Adicionando uma terceira moeda, serdo 2 x 2 x 2 =23 = 8 estados

possiveis para este sistema:
HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT.

No caso geral, para n moedas, existirao 2" possiveis estados (Wong, 2022).

Cada uma dessas combinagbes pode ser designada para representar certa
informacgao, por exemplo, THH pode estar associada a cor azul. A ideia principal aqui
¢ que: algo (a moeda) que pode assumir dois estados carrega a menor quantidade de

informagao possivel (Wong, 2022).

3.2 BITS QUANTICOS

Um bit quéntico (g-bit) apresenta similaridades e diferencas em relagao aos bits
classicos. Um @-bit também pode assumir os estados 0 e 1, escritos como os kets |0) e |1),

mas as leis da mecanica quantica permitem que exista uma superposicao dos dois estados:

) = al0)+5[1), (3.1)

com « e (3 sendo coeficientes, em geral, complexos (Wong, 2022; Nielsen e Chuang, 2010).

Do inglés heads e tails.
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3.2.1 Superposi¢ao e Esfera de Bloch

Um g-bit pode ser representado de forma geométrica através da esfera de Bloch
(Figura 8), onde os estados |0) e |1) s@o posicionados, respectivamente, nos polos norte e

sul de uma esfera de raio igual a 1. Na superposic¢ao
) = S=(0) +11) (32)
=7 _
os coeficientes de ambos os estados sdo iguais a 1/v/2. Logo, existem partes iguais de

|0) e |1), e |+) deve estar no meio caminho entre |0) e |1) na esfera de Bloch (Figura 9)
(Wong, 2022).

= |'1 ,>/

Figura 8 — Esfera de Bloch. Adaptado de Wong (2022).

Da mesma forma, a superposi¢ao
) = (0~ 1) 3.3
V2
estd no meio caminho entre |0) e |1), mas com uma fase relativa diferente através do sinal
negativo. Na esfera de Bloch, |—) aponta no sentido oposto ao de |+) sobre o eixo z.

Através da adicao de uma fase complexa, os estados de superposicao

i) = —=(10) +4]1)) (3.4)

-

1

|—1) = —=(10) —i[1)) (3.5)

Sl

2
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sao posicionados sobre o eixo y na esfera de Bloch. A Figura 9 mostra a posicao de
cada estado na esfera de Bloch. No caso geral, um estado de superposicao pode estar em
qualquer ponto sobre a superficie da esfera de Bloch, dependendo dos coeficientes v e 3
(Wong, 2022).

|1

Figura 9 — Representagao na esfera de Bloch dos estados |0), |1), |+), |—), |7) e |—2).
Adaptado de Wong (2022).

3.2.2 Medidas e Probabilidades

Apesar do g-bit poder estar em um estado de superposicao, o resultado de uma
medida sempre serd |0) ou |1). A probabilidade de cada resultado serda dada pelo médulo
ao quadrado das amplitudes « e 3, que necessitam obedecer a condi¢do de normaliza¢ao
|a|?+|8|> = 1. Para a Eq. 3.2, a probabilidade de obter |0) ou |1) em uma medida serd

a mesma,
2
1
=y

1
V2
pois as amplitudes sdo iguais para os dois estados (Wong, 2022).

Ao realizar a medida de um g-bit em superposicao, ele assumird um de seus
valores possiveis. Ele é “forcado” a escolher um lado e nao estard mais em superposicao.

Por isso dizemos que a medigao colapsa o bit quantico (Wong, 2022).

O célculo apresentado acima diz respeito & medidas na base dos estados |0) e |1),

a qual é chamada base Z (pois estd sobre o eixo z na esfera de Bloch) e denotada por
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{]0),[1)}. Porém, medidas também podem ser tomadas em relagao as bases {|+),|—)}
(base X) e {|i),|—i)} (base Y). Por exemplo, somando as Equagoes 3.2 e 3.3, o estado |0)

pode ser escrito em temos de |+) e |—),

rmzxgu+rw—», (3.6)

e agora calcula-se a probabilidade do q-bit |0) colapsar nos estados |+) ou |—) (Wong,
2022).

Tomando o g-bit arbitrario |¢) = «|0) + 5]1) (Eq. 3.1), sua representacao na
base {|+),|—)} é

), (3.7)

D =) a8 a8
) =al g = S 4

As probabilidades de uma medida resultar em |+) e |—) sdo dadas, respectivamente, por

(Nielsen e Chuang, 2010):

a8 |a—BP
2 2

Digamos agora que um certo ¢-bit é multiplicado por uma fase global e*®:
¢ (al0)+811)).
Calculando a probabilidade de obter |0) em uma medida, temos
[eal? = e al? = |af?,

que é o mesmo resultado que se obteria caso nao existisse a fase global. A adi¢ao dessa
fase nao ¢é fisicamente relevante, pois nao influencia na probabilidade. Isso é valido
)

independente da base usada (Wong, 2022).

3.2.3 Esfera de Bloch e Coordenadas Esféricas

Na Eq. 3.1, podemos assumir que « é real e  é complexo, ja que fase global nao
tem papel na probabilidade. Para determinar a posi¢do do g-bit |1)) na esfera de Bloch,

« e [ sao escritos em termos dos angulos 6 e ¢:

a = Ccos (g), B =e?sin (g), (3.8)

com 0 <O <7e0<¢<2m (Essaescolha satisfaz a condi¢do de normaliza¢do.) Desta

forma, o g-bit arbitrario é escrito como:
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|4) = cos <Z> |0) + € sin (Z) 11). (3.9)

A sua representacao na esfera de Bloch é mostrada na Figura 10, onde, em coordenadas
esféricas, € é o angulo polar e ¢ é o angulo azimutal (Wong, 2022; Nielsen e Chuang,
2010).

Figura 10 — Representacdo de um g-bit |¢) na esfera de Bloch em termos das
coordenadas 0 e ¢.

3.2.4 Multiplos g-bits

Um sistema de dois g-bits pode ser descrito em termos da base Z

{|00),101),]10),|11)}2, ¢ um estado geral de superposicao é
|ZZJ> :CO|OO>+01|01>+02’10>+C3|11>. (3.10)

A probabilidade de obter um dos estados sera dada pelo médulo ao quadrado de sua
amplitude correspondente, onde a condicio de normalizacio agora é |co|? +|c1|? +|c2|? +
lc3|? = 1. O mesmo raciocinio se aplica para sistemas com mais q-bits (Wong, 2022; Nielsen
e Chuang, 2010). Com isso, podemos dizer que dois g-bits em superposicio contém 22 = 4
partes de informacdo. Da mesma forma, um sistema com N g-bits contém 2V partes de

informagao (McIntyre, 2012).

2Também chamada base computacional (Nielsen e Chuang, 2010).
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3.2.5 Produto Tensorial

A notacao utilizada para a base Z na Eq. 3.10 é, na verdade, uma abreviacao do
produto tensorial ®. Para um sistema com miultiplos g-bits, estes sdo representados por
produtos tensoriais. Dois g-bits no estado |0) sao escritos como |0) ® |0), e essa notagao
¢ simplificada em |0) |0) ou |00) (Wong, 2022).

O produto tensorial junta vetores que pertencem a espacos vetoriais diferentes.
Consideremos V' e W espacos vetoriais de dimensoes m e n, respectivamente, e |v) e |w)
respectivos elementos desses espagos. Entdao V ®@ W (o produto tensorial entre V e W) é
um espaco vetorial de dimensdo mn. Elementos de V ® W sdao combinagoes lineares de

produtos tensoriais dos elementos de V' e W, |v) ® |w) (Nielsen e Chuang, 2010).

O produto tensorial é representado de forma matricial através do produto de
Kronecker. Seja A uma matriz mn (m linhas e n colunas) e B uma matriz pq, o produto

tensorial entre elas é:

AnB ApB - AB

AonB  ApB -+ AoB
A®B— 2.1 2? | 2‘

(3.11)
AmlB AmZB AmnB

com A, sendo os elementos da matriz A. Cada elemento A,,,B denota uma submatriz

pq (Nielsen e Chuang, 2010).

Como exemplo, os g-bits |01) resultam em:

(O) 0
1
1 0 1 1
01) =10)®|1) = ® = = 3.12
|>|>|>(O) <1> 0 0 (3.12)
0
1 0
Os produtos [00),]10) e |11) sdo calculados de maneira andloga, resultando em
|00) = . |10) = , 1) = : (3.13)

o o o
o = O O
_ o O O

de forma que o estado da Eq. 3.10 pode ser escrito como o vetor coluna (Wong, 2022):
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€0
C1
) = : (3.14)
€2
c3
Algumas propriedades dos produtos tensoriais sdo listadas a seguir (Nielsen e
Chuang, 2010):

1. Para um escalar s e os vetores |v) do espaco V' e |w) de W arbitrarios:
s(|v) @ [w)) = (s]v)) @ |w) = [v) @ (5 |w)). (3.15)
2. Para |v1) e |v2) em V e |w) em W arbitrérios:

(lo1) +v2)) © |w) = |v1) @ w) + |v2) © |w). (3.16)

3. Para |[v) em V e |w) em W, e os operadores lineares Ae Bem V e W:

(A® B)(Jv) ®@ |lw)) = A|v) @ Blw). (3.17)

3.3 PORTAS LOGICAS CLASSICAS

Na computacao classica, bits sdo transportados via sinais elétricos em fios
condutores. A informagao contida neles pode ser transformada de uma forma para outra
através das portas logicas. A funcao fundamental de uma porta logica é receber um ou
mais bits de entrada, realizar uma operacao sobre eles, e entao fornecer um ou mais bits
de saida. O exemplo mais simples é a porta NOT, que inverte os estados: 1 —0, 0 — 1
(Wong, 2022; Nielsen e Chuang, 2010). Estes resultados sdo mostrados em uma tabela
verdade (Tabela 1).

Tabela 1 — Tabela verdade para a porta l6gica NOT (Wong, 2022).

a | NOT a
0 1
1 0

A Figura 11 sumariza a representacao das principais portas logicas em um
circuito, e, na Tabela 2, s@o mostradas as tabelas verdade correspondentes para essas

portas. A porta AND da a saida o valor 1 caso os dois bits de entrada sejam 1; caso
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contrario a saida sera 0. A porta OR resulta em 1 caso um dos dois bits de entrada seja 1.
A porta XOR (OR exclusiva) resulta em 1 caso um dos dois bits de entrada seja 1, mas
0 caso os dois bits de entrada sejam 1. Outras duas portas sao: NAND, que tem como

resultado a negagao da porta AND; NOR, sendo a negagao da porta OR (Wong, 2022).

a —
a NOTa a AND b
b —
(a) (b)
a a
aORYb a®b
b b
(c) (d)
a — a
a NAND b a NOR b
b — b

() (f)
Figura 11 — Representagao das portas légicas: (a) NOT, (b) AND, (c) OR, (d)
XOR, (e) NAND e (f) NOR (Wong, 2022).

Tabela 2 — Tabela verdade para as portas légicas AND, OR, XOR, NAND e NOR
(Wong, 2022).

a|lb|aANDDb | aORb|a®b|aNANDb | a NORYD
010 0 0 0 1 1
01 0 1 1 1 0
110 0 1 1 1 0
111 1 1 0 0 0

O resultado da agao da porta XOR nos bits a e b é representada por a &b, em
que @ é a adicao modulo 2. Nessa operacao, o resultado é tomado como o resto apds a

soma usual entre a e b ser dividida por 2 (Wong, 2022).

Porta logicas reversiveis sao portas cujos bits de entradas podem ser determinados
através dos bits de saida. Para a porta NOT, por exemplo, se a saida for 1 sabemos que
a entrada deve ser 0, devido a acao da porta. Ja nas portas logicas irreversiveis, nem
sempre os bits de entrada podem ser determinados através dos bits de saida. A porta
AND ¢ irreversivel: se o bit de saida for 1, sabemos que a entrada é 11, mas se a saida

for 0, existem trés possibilidades para os bits de entrada (Wong, 2022).
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Para portas de dois bits, existem quatro bits de saida na tabela verdade. Desta
forma, devem existir 2% = 16 portas légicas para gerar cada combinacio de resultados
possiveis. Para o caso de trés bits, a tabela verdade possui 8 bits de saida (paras as
combinagoes de entradas 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 e 111), de forma que devem
existir 28 = 256 portas légicas para gerar cada resultado. Porém, um conjunto de portas
pode ser utilizado para reproduzir qualquer operacao légica. Tais portas sdo chamadas
de portas universais. Um exemplo é o conjunto, {NOT, AND, OR}, onde somente essas
trés portas l6gicas podem ser implementadas para gerar qualquer tabela verdade (Wong,

2022).

3.4 PORTAS LOGICAS QUANTICAS

Portas logicas quanticas sao operagoes lineares realizadas sobre g-bits, de forma
semelhavel ao caso classico. Uma porta quantica transforma o estado de um g-bit em
outros estados. Elas sdo representadas por operadores lineares de forma matricial (Wong,
2022).

Uma porta U genérica tem a forma

b
v=[(""). (3.18)
c d
Sua atuacao nos estados |0) e |1) é

a b 1 a

Ul0) = (c d) (O) = (b) =al0)+0b|1), (3.19)
a b 0 &

o= 0= () =emean o

Desta forma, U coloca os estados |0) e |1) em uma superposicao de |0) e |1) (Wong, 2022).

Para um estado [¢)) temos:

_ab oz_aoz+cﬁ
Uly) = (C d) (6) _-<ba—%d6) (3.21)

A condicao de normalizacao deve ser valida antes e depois da operagao, ou seja, ]oz|2 +
18> =1 e |aa+cB|? + |ba+dB|> = 1 (a probabilidade total deve ser igual a 1 sempre).
Para que isso seja verdade, a matriz U deve ser unitaria (Wong, 2022): UTU = U? =1,



47

com I sendo a matriz identidade. Essa é a tnica restricao sobre as portas quanticas,
de forma que qualquer matriz unitaria caracteriza uma porta quantica valida (Nielsen e
Chuang, 2010).

3.4.1 Portas Quanticas de um g-bit

Existem portas quanticas frequentemente utilizadas na computagao quantica, as
quais serao listadas a seguir. Algumas delas sdo de fundamental importancia para a

compreensao do teleporte quantico (Wong, 2022; Nielsen e Chuang, 2010).

A porta identidade é definida como a matriz identidade I:

10
1:(01). (3.22)

Essa porta nao tem nenhum efeito quando atuada em um estado |¢0) (Wong, 2022):
I) =1¢). (3.23)
A porta Pauli X é a versao quantica da porta NOT classica, sendo definida por:

0 1
X:<1J' (3.24)

Essa porta tem o papel de inverter o estado de um g-bit: |0) — |1), |1) — |0). Para uma

W ()00 e

Houve aqui a simples troca das amplitudes entre os estados. Isso obedece a normalizagao,

superposicao [1) temos:

de forma que a porta NOT é uma porta quantica valida (Wong, 2022). De forma geral,
portas légicas classicas reversiveis sdo portas quinticas vélidas (Wong, 2022; Nielsen e
Chuang, 2010).

Na esfera de Bloch, a acao da porta X é de uma rotagdo de 180° em torno do
eixo x (Figura 12a). Do ponto de vista da base {|i),|—i)}, um estado |i) é rotacionado

até o estado |—i). Os estados |+) e |—), porém, permanecem inalterados (Wong, 2022).

A porta Pauli Y tem a seguinte a¢ao nos estados |0) e |1):

Y'[0) = i[1),
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Sua representacao matricial é:

0 —
() -

Analogamente a porta X, a porta Y representa uma rotagao de 180° em do torno do eixo
y na esfera de Bloch (Figura 12b) (Wong, 2022).

A porta Pauli Z opera da forma:
Z10) =10y,

Z|1)=—10).

Ela muda o sinal do estado |1) sem alterar |0). Sua forma matricial é:

1 0
Z:(O_J. (3.27)

Essa porta quantica caracteriza uma rotacao de 180° em do torno do eixo z na esfera de
Bloch (Figura 12¢) (Wong, 2022).

\\f;g§é\\\1\ﬁi;jﬁi\ﬁ\1 \\f;yéi\\\g

(a) (b) (c)

Figura 12 — Acao das portas (a) X, (b) Y e (c) Z na esfera de Bloch. Adaptado de
Wong (2022).

A porta Hadamard (H) é escrita como

1 (1 1
H:ﬂQ_J, (3.28)

e tem a fungdo de colocar os estados |0) e |1) em superposigoes, assim como nas Equagoes

3.2 e 3.3:

1t o1\ [ty 1 {1\ 1 {1\ 1 [0\ 1
Hm:ﬂ@—J&}V*J:ﬂ&%VJJ:ﬂmﬂmﬂ%
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1

\/5(|0>—|1>) =1-).

Desta forma, H alterna |0) com |+) e |1) com |—). Na esfera de Bloch, a operacao H |0)

H1) =

pode ser interpretada como uma rotagao de 180° em torno e um eixo =+ z (Figura 13)
(Wong, 2022), ou, alternativamente, uma rotagao de 90" em torno do eixo y seguida de

uma reflexdao no plano xy (Nielsen e Chuang, 2010).

Figura 13 — Acao da porta Hadamard nos estados |0) e |+) na esfera de Bloch.
Adaptado de Wong (2022).

As portas quanticas X, Y, Z e H constituem portas logicas validas por serem

operacoes unitarias: X2 =1, Y2 =1, Z2=1 e H?> = 1. Demonstracio para H:

H2:HTH:111 1 1 :120:10:['
2\1 -1/ \1 =1 2\0 2 0 1

Com efeito, duas aplicacoes consecutivas dessas portas nao alteram o estado de um g-bit

(Wong, 2022).

O principio das portas lgicas universais também se aplica ao caso quantico. E
possivel construir qualquer porta quantica arbitraria de um g-bit utilizando um conjunto
finito de portas quéanticas, chamadas de portas universais. Isso também é estendido para
as portas quanticas de multiplos g-bits (detalhadas na Segao 3.5.1) (Nielsen e Chuang,
2010).

Também ¢é possivel aplicar uma porta logica quantica de um g-bit em multiplos

g-bits, como [00). Neste caso, a porta é aplicada em um dos g-bits. Consideremos o caso



50

no qual se deseja aplicar uma porta H no g-bit da esquerda de |00); H é aplicado em |00)

como um produto tensorial com a porta I (Wong, 2022):

(H®1)(|0)2[0)) = H|0) ©|0)

= |+ ®10)
1

(10) +11)) ©10)

Sl

2
1

5(10)®10)+11)®]0))

1

V2

(Aqui foram usadas as Equagoes 3.17, 3.16 e 3.13.) Com as Equagdes 3.12 e 3.13, o

Sl

(100) +[10)).

anterior pode ser escrito como o vetor coluna

(H®1)|00) = (3.29)

Sl-
\S)
S = O =

A partir da definigdo do produto de Kronecker (Eq. 3.11), (H®I) é escrito como (Wong,
2022):

10 1 0
1101 0o 1
HoI)=— (3.30
( V21 0 =1 0 )
01 0 -1

3.5 CIRCUITOS QUANTICOS

Circuitos quanticos podem ser definidos como uma sequéncia de portas logicas que
fazem operacoes sobre um determinado niimero de g-bits (Nielsen e Chuang, 2010). Cada
porta logica possui uma representacao esquematica nos circuitos quanticos. A Figura
14 mostra a representacao das portas citadas na Secao 3.4.1, bem como um exemplo de

circuito quantico composto por uma sequéncia de portas logicas.

Os circuitos quanticos sao lidos da esquerda para a direita e cada linha representa
um “fio”, que nao é necessariamente um fio fisico, mas pode ser a passagem de tempo ou
o movimento fisico de uma particula — como um féton — entre dois pontos no espaco.

No circuito da Figura 14f, o ultimo componente a direita é a operacao de medida, e os
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@) (b) (© (@ (©

) XHHaH A=
()

Figura 14 — Representacio das portas (a) I, (b) Pauli X, (c¢) Pauli Y, (d) Pauli
Z e (e) Hadamard em um circuito quintico (Wong, 2022); (f) circuito quéntico
constituido da sequéncia de portas H, X e H.

fios duplos que emergem dele representam um bit classico (Nielsen e Chuang, 2010).

3.5.1 Portas Quanticas de Multiplos g-bits

Existem portas légicas quanticas que operam em dois g-bits ao mesmo tempo.

Uma porta quantica de multiplos g-bits é a CNOT (NOT controlada) cuja representagao
¢ mostrada na Figura 15. Nesta porta ha dois g-bits de entrada: o g-bit de controle, a,
e o g-bit alvo, b. A linha superior representa o g-bit de controle e a inferior o g-bit alvo.
O g-bit a funciona como interruptor que “liga” ou “desliga” uma porta légica NOT: se a
estiver no estado |0), nada acontece com o estado de b; se a estiver no estado [1), b inverte
seu estado (Nielsen e Chuang, 2010).

la) —e— |a)

b) —B— la®D)

Figura 15 — Representacdo da porta CNOT em um circuito quintico (Nielsen e
Chuang, 2010).

Aqui serd adotada a convencdo de Nielsen e Chuang (2010) em que as linhas
superiores em um circuito quantico correspondem aos g-bits, mais a esquerda em um ket
lab). Assim, quando a porta CNOT ¢ aplicada em dois g-bits, quando a é o q-bit de

controle, o resultado é:

CNOT|00) = |00),
CNOT |01) = |01),
CNOT |10 = [11),
CNOT|11) = |10).

Nessa operacao o g-bit de controle permanece inalterado, enquanto o g-bit alvo sofre a

agao de uma porta XOR classica (Wong, 2022).



A representacao matricial da porta CNOT é

Atuando em uma superposi¢ao de dois g-bits (Eq. 3.10):

CNOT |¢)) =

as amplitudes de |10) e |11) sao trocadas (Wong, 2022).

CNOT =

0
0
0
1

o = O O

0
1
0
0

o o o =

1 00 0)(c
010 O0|[a
000 1f]ec
0 01 0/ \es
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(3.31)

Também podemos ter b agindo como o g-bit de controle na porta CNOT. Para

diferenciar do caso anterior, sdo adotados subindices na notagao:

CNOT;;,

com ¢ sendo o g-bit de controle e 5 o g-bit alvo. Logo, a porta CNOT apresentada acima

(Eq. 3.31) seria escrita como

CNOT = CNOTyo.

Com b sendo o g-bit de controle, temos

com sua representacao matricial (Wong, 2022)

CNOTyq |00) = |00),
CNOT [01) = [11),
CNOTy |10) = |11),
CNOTy; |11) = |01),
1000

ONOTp; = 0001
0010

0100
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3.5.2 Teorema da Nao-clonagem

Na computacao classica, bits podem ser lidos e copiados facilmente. A Figura
16 mostra um circuito que copia bits com a versao classica da porta CNOT: na entrada
h& um bit no estado = e outro bit iniciado em 0; na saida, os dois bits estao no estado =
(Nielsen e Chuang, 2010).

0 Hy zo0y | — =

Figura 16 — Circuito classico para copiar um bit. Reproduzido de Nielsen e Chuang
(2010).

Para o caso quantico terlamos uma operagao do tipo

Ul)[0) = [9) |4,

sendo U uma porta quantica e |¢) = «|0) 4+ 5|1) um estado desconhecido. Considerando

a porta CNOT, temos
CNOT ) |0) = CNOT(r|0) + 3]1))0) = |00 + 3[11). (3.32)

Mas para o estado [¢)):
) [¢) = a?]00) +aB101) + a8 [10) + F*[11). (3.33)

Comparando os coeficientes das Equacoes 3.32 e 3.33, vemos que o estado nao é copiado
exceto se aff = 0. Desta forma, sé é possivel copiar |[¢) se [¢) = |0) ou [¢) = [1), para
qualquer outro caso, |1) nao pode ser copiado (Nielsen e Chuang, 2010). Este é o chamado

teorema da nao-clonagem, apresentado por Wootters e Zurek (1982).

Outra forma de pensar nesse problema esta relacionada a dada quantidade de
informagao que existe em uma superposi¢ao [1) e que nao é acessivel diretamente por
meio de medigdes. Quando |¢) é medido, ele colapsa em um dos estados |0) ou |1).
Nisso, ele fica completamente determinado, e qualquer outra informacao que pudesse

estar contida na superposicao é perdida (Nielsen e Chuang, 2010).
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3.6 ESTADOS EMARANHADOS

Alguns estados podem ser fatorados em produtos tensoriais de g-bits individuais.

Por exemplo (Wong, 2022):

5100) = [01)+ 10) =11)) = (10} + 1)) ® (0} 1)
= [+)®]-) =|+)|-)

Porém, existem estados quanticos que nao podem ser fatorados, chamados de estados

emaranhados. Um exemplo é
1
V2

que nado pode ser escrito na forma de um produto |¢1) |¢g) (Wong, 2022). Demonstragao:

|5o0) = —=(00) +[11)), (3.34)

seja

1) [¢0) = (a0 ]0) + o [1)) (a1 [0) + Br [1))
= a1a0(00) + a1 5o |01) + S1ap|10) + 5150 ]00) .

Comparando com os coeficientes da Eq. 3.34:

1 1
= :()7 = Oa ==
7 a3y Brag 5180 73

isso caracteriza um sistema de equagoes que nao possui solugao, logo |5pp) ndo pode ser

a100 =

escrito como um produto de estados.

Na Eq. 3.34, se medimos o g-bits da esquerda, por exemplo, temos probabilidade
1/2 de obter |0) ou |1), e o estado colapsar para |00) ou [11). Logo, se medirmos o estado
desse g-bit e obtermos o resultado |0), sabemos que o g-bit da direita deve estar no estado

|0). Por isso, |Boo) é dito ser um estado de méximo emaranhamento (Wong, 2022).

Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen desenvolveram o
chamado paradoxo EPR?, no qual exploram as implicacées do emaranhamento quéntico.
Podemos interpretar esse paradoxo em termos de g-bits. Dois g-bits em um estado
emaranhado sdo separados por determinada distancia no espago. A medida de um dos
g-bits determina completamente o estado do outro, de forma que a informacao viaja mais
rapido que velocidade da luz. Isso contrariava a Teoria da Relatividade de Einstein, a

qual afirmava que nada poderia viajar mais rapido que a luz*(Wong, 2022).

3EPR = Einstein-Podolsky-Rosen.
40 termo localidade é empregado na nociao de que nenhuma influéncia pode se propagar mais rapido
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Na época, este resultado tedrico foi considerado absurdo pelos trés cientistas,
inclusive Einstein chamou tal fenomeno de “acao fantasmagoérica a distancia”. Uma
proposta para explicar o paradoxo EPR era a existéncia de varidveis escondidas® que
fariam com que os estados estivessem pré-determinados antes da realizagdo de uma

medida. Isso implicava que a mecénica quantica era uma teoria incompleta (Wong, 2022).

Um teste experimental para a existéncia das varidveis escondidas foi proposto
por John Stewart Bell em 1965. O teste era feito com base em medidas de correlagdao
estatisticas, e Bell estabeleceu uma desigualdade matematica (desigualdade de Bell)
possivel de ser verificada experimentalmente. Nessa desigualdade, se de fato existissem
varidveis escondidas, a quantidade medida nunca deveria exceder certo valor (Wong,
2022; Nussenzveig, 2014). Aspect et al. (1982) demonstraram por experimentos que a
desigualdade de Bell era violada, provando que mecanica quantica é uma teoria nao-local.

Os detalhes de tais conceitos fogem do escopo deste trabalho.

3.6.1 Estados de Bell

Q-bits em um estado emaranhado, como na Eq. 3.34, podem ser gerados com
a aplicacdo de uma porta Hadamard seguida de uma CNOT em um par de g-bits |00)
(Wong, 2022):

CNOT(H @ 1) |00) = CNOT |+}]0) = CNOT—= (|00} + |10))
X V2 (3.35)
= 5(00) +111) = )

De forma analoga, temos os estados emaranhados:

1

o) = —5(100) = 1)), (3.36)
1Bow) = jﬁuow +]10)), (3.37)
1) = —=(01) — [10}). (3.38)

S

2

Estes quatro estados sao chamados de estados de Bell ou pares EPR.

Os pares EPR podem ser escritos de forma compacta por

Bay) = %uow L (~1)* 1)), (3.39)

que a luz (Wong, 2022).
Teoria das variaveis ocultas de David Bohm, proposta em 1952 (Nussenzveig, 2014).
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com y = NOTy (Nielsen e Chuang, 2010). Sua representagdo em um circuito quantico é

mostrada na Figura 17.

v —H}—o—

Y d

N

Figura 17 — Circuito quintico que gera um par EPR (Nielsen e Chuang, 2010).
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4 TELEPORTE QUANTICO

O teleporte quantico é uma técnica utilizada para deslocar estados quanticos de
um lugar para o outro, sem existir um canal direto de comunicac¢ao quantica conectando
o emissor e receptor. Como convenc¢ao na literatura, chamaremos o emissor do estado de

“Alice” e receptor de “Bob”.

Alice e Bob nao estdo no mesmo local, e o objetivo de Alice é enviar um g-bit |1))
para Bob. O estado [¢)) ndo é conhecido e s6 existe um canal de comunicagao classico entre
Alice e Bob. Além disso, as leis da mecénica quantica impedem Alice de determinar |¢) e
envia-lo a Bob: caso existissem muitos ¢-bits com o mesmo estado [¢), Alice poderia fazer
uma medigdo em cada um deles e ter uma ideia do estado |¢)), num processo chamado
tomografia de estados qudnticos (Wong, 2022); porém, existe apenas um [¢), e o teorema

da nao-clonagem impede que Alice faga uma cépia desse estado.

Mesmo que se conhecesse [1)), para que Alice o descrevesse com precisao para
Bob seria necessario codificar uma quantidade infinita de informagao classica, pois as
amplitudes podem tomar valores complexos e irracionais. Porém, um par de g-bits
emaranhados |(;,) pode ser usado para que Alice envie [¢)) para Bob através de apenas

dois bits cléssicos (Nielsen e Chuang, 2010; Wong, 2022).

Primeiramente, um par EPR |Sgo) é criado!; um dos g-bits do par EPR fica com
Alice e o outro é enviado a Bob. Em linhas gerais, Alice interage |¢)) com sua metade do
par EPR e mede os dois g-bits que estao com ela (cujos resultados possiveis sao 00, 01, 10
e 11). O resultado é entdo enviado & Bob que, com base nisso, realiza uma dentre quatro
operagoes na sua metade do par EPR e recupera o estado |¢)) (Nielsen e Chuang, 2010).

A Figura 18 mostra um circuito que teleporta estados quanticos.

%) (HHAA

0) —{H] & A

0) <> Xz ¥)
T LI S N N | T
o) 1) () [vs) [¥a)  [4s) |v6)

Figura 18 — Circuito quantico que teleporta um qg-bit (Nielsen e Chuang, 2010;
Wong, 2022).

IPode ser um dos outros trés pares EPR.
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A seguir serd descrito o processo completo do teleporte quantico de acordo com
Nielsen e Chuang (2010) e Wong (2022). Cada estagio do circuito esta identificado com
um ket [¢,), n=1,2,---, na Figura 18. O estado a ser teleportado é

V) = al0) +3[1). (4.1)
O estado de entrada do circuito é

[¥0) = [4)100), (4.2)

onde os dois g-bits na esquerda estao com Alice e o g-bit da direita estd com Bob. Para

gerar o par EPR, uma porta H e uma porta CNOT sao aplicadas nos g-bits |00):

[4h1) = 10} |+)10), (4.3)
|th2) = [¥) | Boo) (4.4)
= ¢1§<a|0>+6|1>><|00>+|11>) (4.5)
= jﬁ[am<\00>+|11>>+ﬁ11><|00>+|11>>}, (4.6)

onde foi usada a Eq. 3.35. Alice entao aplica uma porta CNOT em seus g-bits, resultando

em:
1
|3) = ﬁ[am) (100} +[11)) + B 1) (|10) +[01)) . (4.7)
Em seguida, Alice aplica uma porta Hadamard em seu primeiro g-bit:
1
[¥4) = ﬁ[a\ﬂ (100} +[11)) + 8=} (|10) +[01)) . (4.8)

Com as definigdes de |[+) e |—) (Eq. 3.2 € 3.3):

) = & [a(10) + 11))(100) + 1)) + 50— [1)))(110) + fo1))]. (4.9)

Reorganizando os termos:

) = 5100} ([0} +B11)) +101) (1) + 5 0)
(4.10)
+[10) ([0) — B11)) +100) (a]1) — 3]0))].

Desta forma, temos quatro somandos que multiplicam cada resultado possivel dos g-bits
de Alice.

No estégio |¢5) Alice mede seus dois g-bits. Aqui o estado emaranhado tem

seu papel crucial, pois, quando Alice realiza uma medida em seu g-bit, o g-bit de Bob
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fica completamente determinado. Dependendo do resultado das medidas de Alice, Bob
consegue recuperar |¢) realizando operagoes unitarias no seu g-bit. Os possiveis resultados

para o g¢-bit de Bob em relacao as medidas de Alice sao:

00 — [¢5(00)) = [0} + B]1),
01 — [¢5(01)) = a[1) + 510,
10— [¢5(10)) = a|0) - B]1),
11 [¢s(11)) = a[1) - 810}

Alice entao envia a Bob o resultado de sua medida através do canal classico, e Bob pode

aplicar portas légicas para corrigir o seu estado e recuperar |):

« Se a medida de Alice for 00, ndo ha nada a fazer; «|0) 4+ /3|1) é o g-bit original;

Se for 01, Bob deve aplicar uma porta X;

Se for 10, Bob deve aplicar a porta Y;

Se for 11, Bob deve aplicar a porta X e depois a porta Y.

Assim o estado é teleportado. Vale notar que esse processo nao € instantaneo, visto que

ha transmissao de informacao cléssica entre Alice e Bob, limitada pela velocidade da luz.

4.1 IMPLEMENTACAO EXPERIMENTAL DO TELEPORTE QUANTICO

Uma realizacdo experimental do teleporte quantico foi feita por Bouwmeester
et al. (1997), onde o estado de polarizacdo de um féton foi teleportado. Os autores
argumentam que a parte mais dificil desse processo é a criacdo e a medida de estados

emaranhados.

Para gerar um par de fétons emaranhados, Bouwmeester et al. (1997) utilizaram
uma técnica chamada conversio paramétrica descendente espontdnea’. Nessa técnica,
um féton decai espontaneamente em dois outros fétons ao passar por um cristal nao-
linear, cada um deles tendo polarizacao linear ortogonal (horizontal e vertical). O estado
emaranhado (da forma da Eq. 3.38) foi produzido por meio da combinagao de dois feixes,
nos quais dois fétons eram tornados indistinguiveis através do seu tempo de chegada em

detectores. A medida dos fétons foi feita por métodos de detecgao de polarizagao.

2 Spontaneous parametric down-conversion.
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Outros experimentos de teleporte quantico foram efetuados envolvendo estados
emaranhados separados por grandes distancias. Ursin et al. (2004) performaram o
teleporte de estados de fotons polarizados por 600 metros através do Rio Dantibio usando
fibras 6pticas. Outro experimento, realizado por Jin et al. (2010), foi capaz de teleportar
estados de polarizacao por 16 km utilizando feixes de laser com a comunicacao 6ptica em
espaco livre3. Outro recorde de distancia foi atingido por Ma et al. (2012) ao teleportar

estados de polarizacao por 143 km.

3 Free-space optical links.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi possivel verificar que conceitos fundamentais da mecanica
quantica podem ser desenvolvidos através do estudo de fétons polarizados individuais,
um sistema com numero reduzido de variaveis. Esse sistema oferece facilidades por
utilizar apenas a razdo das amplitudes a/b e a defasagem ¢ das componentes do campo
elétrico para descrever a polarizagdao, nao envolvendo temas de fisica moderna como spin

do elétron, excitagdo eletronica e niveis de energia.

Dentre os conceitos da MQ estudados estao os vetores de estado, valores médios,
operadores lineares em sua representacao matricial, autovalores e autovetores, relacoes
de incerteza e superposicao, os quais sao normalmente abordados somente em cursos

avancados de MQ.

A computagao quantica foi utilizada como aplicacao direta do ferramental tedrico
desenvolvido. Isso foi possivel, pois os dois objetos de estudo tém a mesma estrutura
matematica. A superposicao de estados quanticos de g-bits é andloga a superposicao
de estados de polarizagdo de um féton, e as portas logicas quanticas sao analogas aos

operadores lineares.

O teleporte de estados quanticos foi apresentado e explicado através da
computacao quantica, e teve seu estudo facilitado pelo desenvolvimento dos fundamentos
basicos da MQ através dos fotons polarizados. Circuitos quanticos foram utilizados para
a representacao esquematica do teleporte, e todas as suas passagens matematicas foram

desenvolvidas.

O trabalho aqui apresentado pode ser de grande utilidade para alunos interessados

em iniciar estudos em mecanica quantica, computagao quantica e informagao quantica.
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